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Введение. Основные определения

Алгебра — это часть математики, занимающаяся решением раз&

личных алгебраических уравнений, в которые неизвестные могут

входить в любой степени. Степенью уравнения называется наиболь&

ший из показателей степеней при неизвестном. Решение уравне&

ний первой и второй степени известно еще с древности (ученые

Вавилона и Древнего Китая еще за 2000 лет до н. э. умели решать

эти уравнения), в XVI в. итальянские математики нашли решение

уравнений третьей и четвертой степени. Решение уравнений выше

четвертой степени, как доказали Н. Абель и Э. Галуа в XIX веке

(1830 г.), нельзя выразить в общем случае через коэффициенты

уравнения посредством алгебраических операций, хотя и, как уста&

новлено К. Гауссом, всякое алгебраическое уравнение n&й степени

имеет n действительных или мнимых решений. 

Теория решения алгебраических уравнений первой степени

выделилась в самостоятельный раздел алгебры — линейную алгеб&

ру, которая в настоящее время получила большое распростране&

ние в различных приложениях. 

Алгебраическим уравнением называется уравнение, обе части

которого являются многочленом или одночленом по отношению

к неизвестным величинам. Одночлен — это произведение двух

или нескольких сомножителей, многочлен — это сумма несколь&

ких одночленов.

Линейная алгебра — это часть алгебры, содержащая теорию ли&

нейных уравнений. Она получила свое дальнейшее развитие после

возникновения учений об определителях и матрицах.

Линейное уравнение — это алгебраическое уравнение, в кото&

ром есть неизвестные в первой степени и отсутствуют члены, со&

держащие произведения неизвестных. Так, например, линейное

уравнение с одним неизвестным имеет вид (его решение

). Линейное уравнение с двумя неизвестными имеет вид 

аx + by = c, оно имеет бесчисленное множество решений. Если
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неизвестных несколько, то для их нахождения используются

системы линейных уравнений (линейные системы). Например,

система линейных уравнений с двумя неизвестными имеет сле&

дующий общий вид: 

но обычно коэффициенты системы обозначаются следующим об&

разом:

В общем виде линейная система m уравнений с n неизвестны&

ми записывается следующим образом: 

(1)

Числа — вещественные (действительные) коэффициенты,

индекс i обозначает номер уравнения, индекс j — номер неизвест&

ного xj, bi (i = 1, 2, ..., m) — свободные члены уравнений системы.

Если среди свободных членов имеются не равные нулю, то линей&

ная система называется неоднородной. Если все числа bi = 0 (i = 1,

2, ..., m), то линейная система называется однородной и имеет вид: 

Данная однородная система иначе называется ассоциирован0
ной с системой (1) (или приведенной системой для системы (1)).

Решением линейной системы с n неизвестными называется

упорядоченная совокупность n чисел, подстановка которых вместо

неизвестных обращает в тождества все уравнения этой системы.

Если у системы линейных уравнений имеется несколько реше&

ний, то эта система называется совместной неопределенной, если
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решение единственное — совместной определенной, если решений

нет — несовместной.

Две линейные системы называются эквивалентными (равносиль0
ными), если они обе несовместны (не имеют решений) или если их

решения одинаковы. 

Определителем (или детерминантом) называется составленное

по определенному правилу математическое выражение из n2 чисел,

которое применяется при решении и исследовании систем линей&

ных уравнений. Число n является порядком определителя.

Матрицей называется составленная по определенному пра&

вилу прямоугольная таблица с определенным количеством строк

и столбцов, применяемая в различных областях математики и фи&

зики. Матрица, составленная из m строк и n столбцов, применя&

ется при решении и исследовании систем m линейных уравнений

с n неизвестными.

Понятие линейности применяется не только по отношению

к алгебраическим уравнениям, оно используется и в других об&

ластях математики, например при решении линейных дифферен&

циальных уравнений.



ЛЕКЦИЯ №1. Простейшие случаи.
Решение систем

1. Простейшие случаи. Решение системы двух
линейных уравнений с двумя неизвестными
(способ подстановки и способ сложения или вычитания)

Рассмотрим простейшие способы решения систем двух (трех)

линейных уравнений с двумя (тремя) неизвестными, известные

из школьного курса алгебры. Однако принципы работы этих спо&

собов применяются и при работе (и помогают в понимании) с си&

стемами n линейных уравнений в общем случае.

Решение системы двух линейных уравнений с двумя неизвест&

ными можно свести к решению одного линейного уравнения

с одним неизвестным способом подстановки или способом сло&

жения (вычитания).

Суть способа подстановки состоит в том, что из одного линей&

ного уравнения системы одно из неизвестных выражается через

другое неизвестное, а затем полученное выражение подставляет&

ся в другое уравнение системы. Таким образом, получается ли&

нейное уравнение с одним неизвестным. Например, имеется сис&

тема . Выражаем у из первого уравнения через х:

у = 6 – 2х. Подставляя это выражение во второе уравнение систе&

мы, получаем: 3х – 2(6 – 2х) = 2, отсюда 7х = 14, х = 2, следова&

тельно, у = 2.

Суть способа сложения (вычитания) состоит в том, что каждое

из уравнений системы умножается на свой множитель. Эти мно&

жители подбираются так, чтобы после умножения на них коэффи&

циенты при одном из неизвестных в обоих уравнениях по абсолют&

ной величине были бы равны. Затем сложением (или вычитанием)

уравнений системы исключается неизвестное, получившее одина&

ковые по абсолютной величине коэффициенты. Получается одно

уравнение с одним неизвестным, после нахождения которого при

подстановке его в любое уравнение исходной системы определя&

ется другое неизвестное.
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Например, имеется система 

Первое уравнение умножается на 3, второе — на 2. Получает&

ся: . После вычитания из первого уравнения систе&

мы второго получаем: 7у = 7 или у = 1. 

Если умножить первое уравнение исходной системы на 2, а вто&

рое — на 1 (т. е. оставить без изменения), то получаем

. После сложения уравнений системы получаем:

7х = 17,5 или х = 2,5. 

После подстановки найденного неизвестного в любое уравне&

ние исходной системы находим второе неизвестное.

В общем случае система двух линейных уравнений имеет вид: 

Возможны три случая.

1. Коэффициенты уравнений системы не пропорциональны:

. В этом случае при любых свободных членах

система уравнений имеет единственное решение.

2. Коэффициенты уравнений и свободные члены пропорцио&

нальны: . В этом случае система имеет бес&

численное множество решений (одно уравнение является след&

ствием другого).

3. Коэффициенты уравнения пропорциональны, а свободные

члены не находятся в том же соотношении: .

В этом случае система уравнений не имеет решений (уравнения

системы противоречат друг другу).

Выражение вида (это число) называется опре&

делителем второго порядка и обозначается:

(в дальнейшем будет введено более

строгое определение определителя в общем случае), т. е. из коэф&

фициентов данной системы можно составить определитель вто&
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рого порядка. Тогда, используя введенное таким образом понятие

определителя, можно сказать, что система двух линейных уравне&

ний имеет единственное решение при |A| ≠ 0. Если определитель

|A| = 0, то в зависимости от величин свободных членов система

имеет либо бесчисленное множество решений, либо не имеет ре&

шений.

Решение исходной системы с помощью определителя записы&

вается следующим образом: . 

Как видим, в числителях формул стоят определители, получен&

ные из определителя |A| заменой столбца из коэффициентов при

соответствующем неизвестном на свободные члены. Если оба опре&

делителя, стоящие в числителях не равны нулю при равном нулю

определителе |A| = 0, то система не имеет решений. Если определи&

тели в числителях равны нулю (если один определитель в числите&

ле равен нулю, то и другой тоже равен нулю) при |A| = 0, то исход&

ная система имеет бесчисленное множество решений.

2. Решение системы трех линейных уравнений
с тремя неизвестными

Для решения системы трех и более линейных уравнений с тре&

мя и более неизвестными используются аналогичные способы

и правила. Например, пусть имеется линейная система трех урав&

нений с тремя неизвестными: . Сначала рассмот&

рим любые два уравнения этой системы, например первое и вто&

рое. Будем считать, что z известно, тогда, используя приемы ре&

шения линейной системы двух уравнений, находим неизвест&

ные х и у: х = 5 – z / 5, y = 6z / 5. Подставляя найденные

значения х и у в третье уравнение системы, находим неизвест&

ное z: 5(5 – z / 5) + 2(6z / 5) — 3z = 9, отсюда z = 10, и тогда мож&

но окончательно определить х и у: х = 3, у = 12. 

Данную систему можно решать и способом подстановки: из

одного уравнения системы одно неизвестное, например х, выра&

жается через у и z, подставляется в два других уравнения системы,

получаются два уравнения относительно двух неизвестных у и z,

5
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которые решаются как система двух линейных уравнений. Затем,

найдя у и z, определяем неизвестное х.

В общем виде линейная система трех уравнений с тремя неизвест&

ными записывается следующим образом:

К данной системе также можно применить понятие определителя,

но в этом случае определителем будет называться выражение ви&

да (число)

обозначается определитель третьего порядка следующим образом: 

Данное выражение легко запомнить, если использовать сле&

дующий графический способ: составим новую таблицу, прибавив

к столбцам определителя еще раз первый и второй столбцы:

.

Произведения элементов, стоящих на полных диагоналях, парал&

лельных линии , берутся со знаком плюс, а произведения

элементов, стоящих на полных диагоналях, параллельных линии

, берутся со знаком минус.

Решение линейной системы трех уравнений с тремя неизвест&

ными может быть записано и с помощью определителей по тем

же правилам, что и в случае двух линейных уравнений с двумя не&

известными: 

Как видим, в числителях стоят определители, полученные из

определителя |A| заменой соответствующего столбца коэффициен&

тов на столбец свободных членов.
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3. Эквивалентность линейных систем,
элементарные преобразования.
Приведение к ступенчатому виду (метод Гаусса)

Две линейные системы с одинаковым количеством уравнений

и неизвестных являются эквивалентными, если они несовместны

или совместны и имеют одни и те же решения. Пусть имеется ис&

ходная линейная система (1)

К элементарным преобразованиям линейных систем относятся

следующие преобразования:

1) первого типа: перемена мест двух или более уравнений ис&

ходной системы (1) (например, i и k уравнения системы (1) по&

менялись местами);

2) второго типа: замена одного уравнения исходной системы

(1), например i&го уравнения на урав&

нение вида (с — некоторое число)

— коэффициенты и свободный член k&го уравнения).

Или иначе: к i&му уравнению исходной системы (1) прибав&

ляется k&е уравнение, умноженное на число с. К этому же ти&

пу относится и умножение какого&либо уравнения системы на

не равное нулю число.

Теорема (признак эквивалентности систем). Две линейные систе&

мы эквивалентны, если одна получается из другой путем примене&

ния конечной последовательности элементарных преобразований.

Доказательство данной теоремы основано на том, что элемен&

тарные преобразования обратимы. Для 1&го типа: если одна систе&

ма получилась из другой переменой местами i&го и k&го уравне&

ний, то, еще раз поменяв эти уравнения местами, вернемся

к исходной системе; для второго типа: если к i&му уравнению ис&

ходной системы прибавили k&е уравнение, умноженное на число

с, то, еще раз прибавив k&е уравнение, умноженное на (–с), вер&

немся к исходной системе.
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Из данной теоремы следует, что несовместность исходной си&

стемы влечет несовместность системы, полученной из исходной по&

средством элементарных преобразований. К линейной системе можно

несколько раз применять элементарные преобразования, в результа&

те получится система, эквивалентная исходной. В результате элемен&

тарных преобразований линейной системы можно прийти к ситуа&

ции, когда все коэффициенты какого&либо уравнения равны нулю.

Тогда если свободный член такого уравнения равен нулю, то это ура&

внение можно не рассматривать (исключить из рассматриваемой си&

стемы), так как ему будут удовлетворять любые значения неизвест&

ных. Если свободный член не равен нулю, то полученная система

и эквивалентная ей исходная система несовместны.

Линейную систему посредством элементарных преобразова&

ний можно привести к ступенчатому (трапециевидному или квази0
треугольному) виду (это более простой вид):

Здесь . Возможно, что r = m,

тогда уравнений типа нет. Для того чтобы привести линей&

ную систему (1) к ступенчатому виду, надо на первое место исход&

ной системы (1) поставить уравнение, у которого коэффициент

при неизвестном х
1

был бы не равен нулю, если первое уравнение

системы (1) не удовлетворяет такому требованию. Из всех уравне&

ний полученной системы, начиная со второго (i = 2, 3, ..., m), за&

тем надо вычесть первое уравнение, умноженное на 

( — коэффициенты системы, полученной после переста&

новки уравнений в случае необходимости местами). Таким обра&

зом, были выполнены элементарные преобразования первого

и второго типов (действия аналогичны способу сложения или вы&

читания для линейной системы двух уравнений). Затем, не обра&

щая внимания на первое уравнение, с остальными уравнениями
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вновь полученной системы повторяем те же действия. И так далее

до тех пор, пока очередное преобразование не приведет к равен&

ству типа .

Метод приведения линейной системы к ступенчатому виду

и дальнейшего решения ее называется методом Гаусса или методом
последовательного исключения неизвестных. Данный метод удобен

при небольших n и при реализации на ЭВМ.

Теорема. Всякая система линейных уравнений эквивалентна

системе, имеющий ступенчатый вид (следует из способа приведе&

ния к ступенчатому виду).

Пример. Привести систему

к ступенчатому виду. Это система четырех линейных уравнений

с четырьмя неизвестными, она приводится к частному случаю сту&

пенчатого вида — треугольному. Поскольку в первом уравнении

нет слагаемого с х
1
, или, иначе, а

11
= 0, то поменяем местами пер&

вое и второе уравнения и получим:

Как видно, первые два уравнения соответствуют ступенчатому

виду. Далее к третьему уравнению полученной системы прибавим

первое, умноженное на число –2/
4

= –1/
2
, а к четвертому приба&

вим первое, умноженное на число –5/
4
, второе уравнение оста&

вляем без изменений, так как в него не входит слагаемое с х
1
. 

В результате получаем:

Теперь к третьему уравнению полученной системы прибавляем

второе, умноженное на число (–1/
2
) : 2 = 1/

4
, а к четвертому при&
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бавляем второе, умноженное на число –(3/
4
) : 2 = –3/

8
. В резуль&

тате получается:

И наконец, к четвертому уравнению полученной системы при&

бавляем третье, умноженное на число –(41/
8
): (1/

4
) = –41/

2
. Полу&

чается требуемое:

Таким образом, исходная система была приведена к ступенча&

тому (точнее, треугольному) виду путем последовательного ис&

ключения неизвестных. Решая полученную систему снизу вверх

последовательно, находим: х
4

= 1/
4
, х

3
= 0, х

2
= 7/

4
, х

1
= –1/

4
. 

4. Совместность и определенность линейных систем

Напомним, что если линейная система имеет решения, то она

совместна, если решение единственное — определена. Теоремы

о совместности и определенности линейных систем имеют дело

с системами ступенчатого вида, поскольку любую линейную систе&

му можно привести к ступенчатому виду. Пусть имеется некоторая

линейная система, приведенная к следующему ступенчатому виду:
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. Неизвестные x
1
, x2, ..., xs

называются главными,

r первых уравнений системы ступенчатого вида начинаются со

слагаемых, в состав которых входят эти неизвестные.

Если имеются уравнения типа , то неизвестные, начиная

с xs +1, называются свободными. Главных неизвестных r штук. 

Главные неизвестные определяются однозначно для любых за&

данных свободных неизвестных, иначе говоря, задав некоторым

образом свободные неизвестные, по уравнениям ступенчатой си&

стемы, начиная с конца системы (с r&уравнения), можно опреде&

лить все главные неизвестные.

Теорема. Для совместности системы линейных уравнений

необходимо и достаточно, чтобы после приведения к ступенчато&

му виду в ней не оказалось уравнений вида при .

Если это условие выполнено, то свободным неизвестным мож&

но придать произвольные значения.

Главные значения при заданных свободных однозначно опре&

деляются из системы (доказательство теоремы следует из самого

способа определения неизвестных, указанного выше).

Теорема. Совместная линейная система является определен&

ной тогда и только тогда, когда в полученной из нее ступенчатой

системе выполняется равенство r = n.

Доказательство следует из самого вида получающейся в этом

случае ступенчатой системы. При r = n = m линейная система

приводится к треугольному виду (количество уравнений равно ко&

личеству неизвестных):

(это частный случай систем ступенчатого вида). Если при

, то система называется системой верхнего треугольного вида
(возможен и нижний треугольный вид системы).

Следствия.
1. Линейная система в случае m = n является совместной

и определенной тогда и только тогда, когда после приведения

к треугольному виду получается система с коэффициентами
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Данное условие означает, что ассоциированная с исходной ли&

нейной системой однородная система имеет только нулевое ре&

шение.

2. Совместная система при n > m является неопределенной.

Однородная система при n > m всегда имеет ненулевое решение

(неопределенность однородной системы означает наличие нес&

кольких решений, а значит, и наличие ненулевого решения).



ЛЕКЦИЯ № 2. Матрицы

1. Матрицы. Основные определения

Матрицей размерности m ×× n называется прямоугольная таб&

лица вида

или кратко А = (aij), где индексы элементов i = 1, 2, ..., m;  j = 1, 2, ...,

т. е. матрица — это таблица, состоящая из m строк и n столбцов.

Числа называются элементами матрицы. Матрица может быть

обозначена следующим образом:

или 

(кратко или ). Если , а , то матрица

состоит из одной строки, т. е. является матрицей0строкой, или

строчной матрицей: . Если , a , то матри&

ца состоит из одного столбца, т. е. является матрицей0столбцом,

или столбцевой матрицей:
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19

Строки и столбцы матрицы называются рядами матрицы. Мат&

рица А размерности m × n может быть обозначена кратко: Аmn
или Am × n. 

В случае, когда m = n (число строк равно числу столбцов), мат&

рица называется квадратной, а число ее строк (или столбцов) на&

зывается порядком матрицы. Квадратная матрица первого поряд&

ка состоит из одного элемента . Квадратная матрица имеет две

диагонали: главная диагональ образована элементами ;

вторая диагональ образована элементами . 

Симметрической называется квадратная матрица, элементы ко&

торой, симметричные относительно главной диагонали, равны,

например, 

или

Если все элементы квадратной матрицы, кроме элементов

главной диагонали, равны нулю, то такая матрица называется диа0
гональной, она имеет следующий вид:

Единичной матрицей называется квадратная диагональная мат&

рица, у которой элементы главной диагонали, равны единице,

а остальные элементы равны нулю, она обозначается:

Единичную матрицу можно записать с помощью символа Кро0

некера следующим образом: .

Если все элементы матрицы равны нулю, то такая матрица на&

зывается нулевой, она обозначается следующим образом:
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Если все элементы квадратной матрицы, расположенные выше

(или ниже) главной диагонали, то такая квадратная матрица назы&

вается нижней (или верхней) треугольной матрицей, соответственно

она имеет вид:

или 

Если все элементы произвольной матрицы размерности m × n,

расположенные ниже линии из элементов равны

нулю, то такая матрица называется ступенчатой, или трапецие0

видной, или квазитреугольной, она имеет вид:

Две матрицы А и В называются равными, если их размер оди&

наков и их соответствующие элементы равны . 

Матрицей, транспонированной к матрице А размерности m × n,

называется матрица АT размерности n × m, полученная из матри&

цы А, если строки поменять местами со столбцами. Например,

если имеется матрица

то транспонированная матрица имеет вид:

Операция нахождения транспонированной матрицы называет&

ся транспонированием.
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2. Линейные действия над матрицами

Над матрицами одинакового размера можно производить сле&

дующие линейные действия: сложение, вычитание, умножение на

число. Для матриц различного размера сложение и вычитание не

определено. 

Суммой двух однотипных матриц А и В называется матрица С,

элементы которой равны сумме соответствующих элементов мат&

риц А и В, записывается следующим образом: С = А + В (где

Если складывается более двух матриц, то их сумма по&

лучается в результате последовательного сложения этих матриц.

При сложении с нулевой матрицей исходная матрица не ме&

няется: А + О = А.

Например, пусть матрица

матрица

Тогда суммой матриц А и В будет матрица, равная

.

Разностью двух однотипных матриц А и В называется матрица

С, элементы которой равны разности соответствующих элемен&

тов матриц А и В: С = А – В (где ).

Например, разностью матриц А и В, приведенных выше, будет

матрица, равная

Произведением матрицы А на число с называется матрица В,

элементы которой равны произведению этого числа с на соответ&

ствующие элементы матрицы А, обозначается В = сА (где ). 

Например, если матрица
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то при умножении на с = 5 получается матрица

При умножении матрицы на нулевую матрицу получается ну&

левая матрица. При умножении матрицы А на (–1) получается

матрица – А, которая называется противоположной матрице А.

Для линейных операций справедливы следующие свойства:

1) А + В = В + А (сочетательное свойство);

2) (А + В) + С = А + (В + С) (переместительное свойство);

3) А + 0 = А;

4) А + (–А) = 0;

5) 1А = А;

6) α(βА) = (αβ)А (ассоциативность относительно умножения

на число);

7) (А + В) α = αА + αВ (дистрибутивность относительно сло&

жения);

8) (α + β)А = αА + βА (дистрибутивность относительно сложе&

ния чисел).

3. Умножение матриц

Кроме линейных операций над матрицами, возможно еще

и умножение матриц, но оно определено только для согласован&

ных матриц.

Матрица А называется согласованной с матрицей В, если коли&

чество столбцов матрицы А равно количеству строк матрицы В.

Однако если матрица А согласована с матрицей В, то матрица В
может быть несогласованной с матрицей А. 

Например, если матрица

а матрица

то матрица А будет согласована с матрицей В, так как у матрицы

А четыре столбца, а у матрицы В четыре строки (одинаковое ко&
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личество). Но матрица В не согласована с матрицей А, так как мат&

рица В имеет три столбца, а матрица А — две строки (неравное ко&

личество).

Две квадратные матрицы одного порядка всегда согласованы,

так как имеют одинаковое количество строк и столбцов.

Произведением двух согласованных матриц А и В называется

матрица С, элемент которой, находящийся на пересечении i&й стро&

ки и k&го столбца, является суммой парных произведений элемен&

тов i&той строки первой матрицы А на соответствующий элемент

k&го столбца второй матрицы В: 

При умножении двух ненулевых матриц может получиться нуле&

вая матрица. Произведение матриц АВ — матрица, у которой чис&

ло строк равно числу строк матрицы А, а число столбцов — числу

столбцов матрицы В.

Пример. Даны две матрицы: , .

Матрица А имеет три столбца, а матрица В — три строки, сле&

довательно, матрица А согласована с матрицей В и их произведе&

ние равно: 

Но матрицу В нельзя умножить на матрицу А, так как В не сог&

ласована с А (В имеет три столбца, а матрица А имеет две стро&

ки), т. е. произведение ВА не определено.

В общем случае произведение двух матриц не подчиняется пе&

реместительному закону, т. е. АВ ≠ ВА; матрицы, для которых

АВ = ВА, называются коммутирующими (перестановочными, ком0
мутативными).

Для операции умножения матриц справедливы следующие свой&

ства (если соответствующие действия определены):

1) ЕА = АЕ = А;

2) А(ВС) = (АВ)С (сочетательное или ассоциативное свойство);

2 1 4 6 0 7 2 2 4 3 0 8 2 6 4 5 0 4

3 1 6 6 7 7 3 2 6 3 7 8 3 6 6 5 7 4

26 16 32
.

88 80 76

AB
⎛ ⎞× + × + × × + × + × × + × + ×

= =⎜ ⎟
× + × + × × + × + × × + × + ×⎝ ⎠
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B
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3) α(АВ) = (αА)В = А(αВ);

4) (А
1

+ А
2
)В = А

1
В + А

2
В, А(В

1
+ В

2
) = АВ

1
+ АВ

2
(свойство

дистрибутивности); 

5) АО = ОА = А.

Для матриц возможна операция, аналогичная операции возве&

дения в степень. Такая операция определена для квадратных мат&

риц. Целой положительной степенью Аk (k > 1) квадратной матри&

цы А называется произведение А × А ×…× А (k раз). Очевидно,

что порядок матрицы Аk равен порядку матрицы А. Первая сте&

пень матрицы равна самой матрице А1 = А, нулевая степень мат&

рицы равна единичной матрице равного порядка А0 = Е.

4. Многочлены от матриц, линейные комбинации
матриц, комплексные матрицы

Из матриц одинаковой размерности (однотипных, одного по&

рядка) можно составлять линейные комбинации. Линейной ком0
бинацией матриц одинаковой размерности А

1
, А

2
, …, Аk с коэффи&

циентами λ
1
, λ

2
, …, λk называется новая матрица той же размерности

вида:

А = А
1

λ
1

+ А
2

λ
2

+ … +Аk λk.

Матрицы А
1
, А

2
, …, Аk называются линейнозависимыми, если

найдутся такие одновременно не равные нулю числа λ
1
, λ

2
, …, λk,

что линейная комбинация этих матриц с этими числами равна

нулю: А
1

λ
1

+ А
2

λ
2

+ … +Аk λk = 0. 

Если данное равенство имеет место, когда все числа λ
1
, λ

2
, …, λk

одновременно равны нулю, то матрицы А
1
, А

2
, …, Аk называются

линейно независимыми.

Теорема. Матрицы А
1
, А

2
, …, Аk линейнозависимы тогда

и только тогда, когда, по крайней мере, одна из них является ли&

нейной комбинацией остальных.

Следствие. Любая подсистема линейно независимой системы

матриц также линейно независима.

Для квадратичных матриц возможно составление многочле&

нов. Многочленом степени n от квадратичной матрицы А называ&

ется следующее выражение: 

anAn + an&1
An&1 + ... + a

1
A1 + a

0
A0 (an ≠ 0) 

или                    Р(А) = anAn + an&1
An&1 + ... + a

1
A1 + a

0
Е.
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Если Р(А) = 0, то матрица А называется корнем многочлена Р,

а сам многочлен называется аннулирующим для матрицы А.

Кроме действительных чисел, часто приходится иметь дело

с комплексными числами, которые также могут быть элементами

матриц. Комплексным числом называется упорядоченная пара

чисел (х, у). Оно может быть записано в виде z = х + iу, где х, у —

действительные числа, называемые соответственно действитель0
ной x = Re z и мнимой частью y = Im z комплексного числа z, аi —

мнимая единица, определенная следующим образом i2 = –1. 

Введение комплексных чисел позволяет решить уравнения

вида z2 + a2 = 0 (a ≠ 0), решение имеет вид: z = ± ia. 

Сопряженными комплексными числами называются два числа

вида x + iy и x – iy, обозначается или 

Комплексной матрицей называется матрица Z, все элементы

которой — комплексные числа: zkj = хkj + iуkj. Если обозначить сим&

волом X матрицу с элементами xkj, а символом Y — матрицу

с элементами ykj, то комплексную матрицу можно записать в

виде Z = X +iY. Для этой комплексной матрицы определена

комплексно&сопряженная матрица элементы которой равны

. Для комплексно&сопряженных матриц справедливы

следующие свойства (если соответствующие дей&

ствия определены): .

5. Свойства транспонированных матриц

Пусть дана матрица A размером m × n:

Если каждую строку матрицы А заменить столбцом с таким же но&

мером, то получим матрицу АТ
размером n × m, транспонирован&

ную относительно данной матрицы А:

Для транспонированных матриц справедливы следующие

свойства:

1) (АТ
)

Т
= А;

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...
.

...

m

mT

n n mn

a a a

a a a
A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠
# # % #

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
.

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

=⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

# # % #

1 2 1 2 1 2 1 2
,Z Z Z Z Z Z Z Z+ = + =

kj kj kjz x iy= −
,Z

.x iy x iy− = +x iy x iy+ = −
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2) (сА)
Т

= сАТ
(с — постоянная);

3) (А + В)
Т

= АТ
+ ВТ

;

4) (АВ)
Т

=ВТАТ
(в случае определенности данных операций).

Для доказательства этих свойств требуется убедиться, что мат&

рицы, стоящие в разных частях равенств, имеют одинаковый раз&

мер и равные соответствующие (стоящие на одинаковых местах)

элементы. Доказательство первых двух свойств следует из опреде&

ления операции транспонирования, третьего — из определения

сложения матриц. 

Докажем последнее свойство. Пусть матрица А имеет размер

m × n, матрица B — размер n × r. Тогда произведение (считается,

что оно определено) AB имеет размер m × r, а матрица, транспони&

рованная относительно этого произведения (AB)
Т
, имеет размер

r × m. Матрица A
Т

имеет размер n × m, матрица B
Т

— размер

r × n; тогда их произведение BТAТ
имеет размер r × m, т. е. раз&

меры матриц (АВ)
Т

и ВТАТ
совпадают. Докажем равенство соот&

ветствующих элементов. Определим, какие элементы стоят на

месте ik (i — строка, k — столбец) в матрицах (АВ)
Т

и ВТАТ
. На

этом месте в матрице A стоит элемент aik, в матрице В — элемент bik.

Тогда в матрице АВ на этом месте стоит элемент, равный , 

в матрице (АВ)т — элемент, равный . В матрице ВТ на этом

месте стоит элемент bki, в матрице А
Т

— элемент аki, тогда в мат&

рице ВТАТ
— элемент, равный (следует из правила умно&

жения матриц).Но . Свойство доказано.

Очень легко эти свойства проверяются в цифрах.

6. Определители второго и третьего порядка.
Их свойства

Определитель (детерминант) первого порядка, соответствую&

щий матрице А = a
11

, равен числу . Определителем (детерми011
A a=

1 1

n n

kj ji ji kj
j j

a b b a
= =

=∑ ∑

1

n

ji kj
j

b a
=
∑

1

n

kj ji
j

a b
=
∑

1

n

ij jk
j

a b
=
∑
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нантом) второго порядка, соответствующим матрице ,

называется число, равное

Определитель (детерминант) третьего порядка, соответствую&

щий матрице

равен числу

(графический способ вычисления определителя третьего порядка

приведен в лекции 1).

Элементы a
11

, a
22

(или a
11

, a
22

, a
33

) образуют главную диаго&

наль, а элементы a
12

, a
21

(или a
13

, a
22

, a
31

) — побочную диагональ.

Определитель |A| может быть обозначен det А или знаком ΔΔ.

Теорема (свойства определителей второго и третьего порядка).
1. Величина определителя не меняется, если заменить его стро&

ки соответствующими столбцами, т. е. при транспонировании.

2. Определитель поменяет знак при перестановке двух строк

или двух столбцов.

3. Определитель будет равен нулю, если элементы какого&ли&

бо столбца (или строки) равны нулю или элементы двух строк

(или столбцов) соответственно равны.

4. Множитель, общий для элементов некоторого столбца (или

строки), можно выносить за знак определителя. 

5. Величина определителя не меняется, если к элементам ка&

кой&либо его строки или столбца прибавить соответствующие

элементы другой строки или столбца, умноженные на одно и то

же число.

Доказательство приводится для более общего случая — опреде&

лителя третьего порядка (для определителей второго порядка про&

веряется непосредственно).

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33

a a a

A a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

= =

= + + − − −

11 12 13

21 22 23

31 32 33

,

a a a

A a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

11 12

11 22 12 21

21 22

.
a a

A a a a a
a a

= = −

11 12

21 22

a a
A

a a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎝ ⎠
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Пусть имеется определитель

|

1. Поменяем строки и столбцы местами и вычислим опреде&

литель:

Сравнивая данное выражение с исходным определителем, видим,

что они равны. 

2. Поменяем местами в исходном определителе, например,

первую и вторую строку и вычислим полученный определитель: 

3. Если элементы, например, первой строки исходного опре&

делителя равны нулю, то и сам определитель равен нулю, так как

в составе каждого слагаемого суммы

в качестве множителя есть элемент первой строки определителя

(аналогично для других строк или столбцов).

Пусть равны элементы первой и второй строки исходного опре&

делителя, вычислим его:

11 12 13

11 12 13

31 32 33

11 12 33 12 13 31 13 11 32 13 12 31 11 13 32 12 11 33
0.

a a a

a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

=

= + + − − − =

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33
( )a a a a a a a a a a a a a a a a a a+ + − − −

21 22 23

11 12 13

31 32 33

21 12 33 22 13 31 23 11 32 23 12 31 22 11 33 21 13 32

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33
( ).

a a a

a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

=

= + + − − − =

=− + + − − −

11 21 31

12 22 32

13 23 33

11 22 33 21 32 13 31 12 23 31 22 13 21 12 33 11 32 23

a a a

a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

=

= + + − − −

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33

a a a

A a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

= =

= + + − − −
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4. Пусть имеется определитель

Он равен сумме: 

5. Пусть к первой строке исходного определителя прибавлена

вторая строка, умноженная на число с, тогда полученный опреде&

литель можно представить в виде суммы двух определителей:

так как второе слагаемое&определитель равен нулю по третьему

свойству. Теорема доказана.

Следствие. Определитель с двумя пропорциональными столб&

цами (или строками) равен нулю.

7. Минор. Алгебраическое дополнение

Минором какого&либо элемента исходного определителя |А|

называется определитель, полученный из |А| вычеркиванием той

строки и того столбца, которым принадлежит этот элемент. Ми&

нор элемента аik обозначается Mik. Для определителя третьего по&

рядка минором является определитель второго порядка. Напри&

мер, минор элемента а
11

определителя

11 21 12 22 13 23

21 22 23

31 32 33

11 12 13 21 22 23 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

0 0 0

0 0 0

a ca a ca a ca

a a a

a a a

a a a ca ca ca a a a

a a a a a a

a a a a a a

+ + +

=

= + =

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33

11 12 13

21 22 23

31 32 33

( )

.

ca a a ca a a ca a a ca a a ca a a ca a a

c a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a

c a a a

a a a

+ + − − − =

= + + − − − =

=

11 12 13

21 22 23

31 32 33

.

ca ca ca

a a a

a a a
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равен 

Алгебраическим дополнением Aik элемента aik определителя |A|

называется его минор, взятый со знаком (–1)i+k, обозначается

Aik = (–1)i+kMik.

Теорема о разложении определителя по элементам строки или
столбца. Определитель равен сумме произведений от умножения

элементов любой строки (столбца) на их алгебраические допол&

нения.

Доказательство. Проверим данное утверждение для элементов,

например, первого столбца определителя третьего порядка |A| : 

здесь

Аналогичным образом можно разложить определитель по

элементам любой строки или столбца. Теорема доказана.

Теорема (теорема замещения). Пусть |A| — некоторый определи&

тель третьего порядка. Сумма произведений от умножения алгеб&

раических дополнений элементов какой&либо строки (или

столбца) на любые числа с
1
, с

2
, с

3
равна определителю, который

получается из исходного определителя |A| заменой этой строки

(столбца) строкой (или столбцом) из чисел с
1
, с

2
, с

3
.

Доказательство. Заменим в исходном определителе |A| элемен&

ты первой строки соответственно на числа с
1
, с

2
, с

3
. Вычислим,

чему равен полученный определитель. Его (по предыдущей тео&

реме) можно разложить по элементам первой строки, являющим&

ся числами с
1
, с

2
, с

3
, следующим образом:

1 2 3

21 22 23 1 1 2 2 3 3

31 32 33

.

c c c

a a a c A c A c A

a a a

= + +

12 13 13 12

21

32 33 33 32

.
a a a a

A
a a a a

= − =

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33

11 22 33 23 32 21 13 32 12 33 31 12 23 13 22

22 23 12 1313 12

11 21 31 11 11 21 21 31 31

32 33 22 2333 32

( )

( ) ( ) ( )

,

A a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a

a a a aa a
a a a a A a A a A

a a a aa a

= + + − − − =

= − + − + − =

= + + = + +

22 23

11

32 33

.
a a

M
a a

=
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a
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Таким образом, теорема доказана.

Теорема аннулирования. Сумма произведений от умножения эл&

ементов какой&нибудь строки (или столбца) определителя на алге&

браические дополнения соответствующих элементов другой стро&

ки (или столбца) этого определителя равна нулю.

Доказательство. Для некоторого определителя |A| сумма произ&

ведений в результате умножения элементов, например, первой

строки на алгебраические дополнения соответствующих элемен&

тов, например, второй строки равна 

По предыдущей теореме данная сумма равна определителю, по&

лученному из определителя |A| при замене элементов второй стро&

ки соответственно на

а данный определитель равен нулю, так как имеет две одинаковые

строки. Теорема доказана.

Применяя теорему о разложении определителя по элементам

строки (столбца) и используя свойства определителя, можно вычи&

слить определитель третьего порядка не только непосредственно

по формуле, но и следующими способами. Пусть имеется опреде&

литель

1. Разложить определитель по элементам, например, третьей

строки. При разложении получается: 

2. Используя свойства определителя, надо привести его к та&

кому виду, чтобы в некоторой строке (или столбце) два элемента

были бы равны нулю, и затем разложить его по элементам этой

строки (или столбца). Умножим первую строку определителя |A|

на (–4) и прибавим ее ко второй строке, а к третьей строке приба&

вим первую, умноженную на (–3). 
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Тогда исходный определитель принимает вид:

а после разложения по элементам первого столбца он равен:

8. Определитель n0го порядка

Пусть имеется квадратная матрица n&го порядка

Понятие минора и алгебраического дополнения для нее вво&

дится аналогично случаю матрицы третьего порядка. 

Минор элемента аik квадратной матрицы n&го порядка — это

определитель порядка (n – 1), соответствующий матрице, полу&

ченной из исходной вычеркиванием i&той строки и k&го столбца,

обозначается Mik.

Алгебраическим дополнением Aik элемента aik называется минор

этого элемента, взятый со знаком (–1)i+k, Aik = (–1)i+kMik.

С учетом этих понятий определение определителя n&го поряд&

ка выводится следующим образом.

Определителем n0го порядка (обозначается |A|, или Δ, или det A),

соответствующим квадратной матрице А n&го порядка, называет&

ся число, равное сумме парных произведений в результате умно&

жения элементов какой&либо строки (столбца) на их алгебраиче&

ские дополнения. Например, для элементов первой строки имеем: 

Аналогично определителям второго и третьего порядка опре&

делители n&го порядка могут быть разложены по любой строке

или столбцу, это утверждение основано на определении опреде&
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лителя n&го порядка. При разложении по какой&либо i&той стро&

ке справедливо выражение: при разложении по элемен&

там k&го столбца имеем: 

Таким образом, учитывая данное определение, вычисление

определителя n&го порядка сводится к вычислению определителей

(n – 1)&го порядка.

Для определителей n&го порядка справедливы те же свойства,

что и для определителей второго и третьего порядка. Теоремы за&

мещения и аннулирования для определителя n&го порядка имеют

следующую формулировку (доказательства аналогичны случаю

определителя третьего порядка).

Теорема (замещения). Сумма произведений от умножения произ&

вольных чисел с
1
, с

2
, …, сn соответственно на алгебраические допол&

нения элементов некоторой строки (или столбца) матрицы n&го по&

рядка равна определителю матрицы, которая получается из исходной

заменой элементов этой строки (или столбца) числами с
1
, с

2
, …, сn.

Например, для k&го столбца имеем Δ = c
1
A

1k + c
2
A

2k + ... + cnAnk.

Теорема (аннулирования). Сумма произведений элементов од&

ной из строк (или столбцов) квадратной матрицы n&го порядка на

соответствующие алгебраические дополнения элементов другой

строки (или столбца) равна нулю. Например, если взять k&тую и j&
тую строки определителя Δ, причем k ≠ j, то имеем:

Теорема об определителе произведения. Если А и В — квадрат&

ные матрицы одного порядка с определителями |A| и |B|, то опре&

делитель матрицы С = АВ равен произведению в результате умно&

жения определителей перемножаемых матриц: |C| = |A||B| (или

det(AB) = det A det B) (доказывается путем непосредственного вы&

числения определителей).

Вычисление определителей больших порядков — довольно громозд&

кая операция. Но чем больше нулей среди элементов определителя,

тем легче его вычислять. Хорошо известны следующие частные случаи:

1) определитель треугольной матрицы, у которой все элементы

выше (или ниже) главной диагонали равны нулю, равен произ&

ведению в результате умножения элементов, стоящих на глав&

ной диагонали. 

1 1 2 2
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2) для определителя порядка n + m, имеющего на пересече&

нии первых n столбцов и последних m строк нули (имеющего

угол нулей), справедлива формула:

9. Обратная матрица. Присоединенная матрица.
Вырожденная матрица

Обратной матрицей для квадратной матрицы А называется та&

кая матрица А – 1, которая удовлетворяет условиям АА – 1 = А –
– 1А = Е (здесь Е — единичная матрица). Если матрица А – 1 об&

ратная для А, то А будет обратной для А–1. Матрица, обратная для

квадратной матрицы А, тоже квадратная и имеет тот же порядок, что

и матрица А.

Присоединенной матрицей для квадратной матрицы А называет&

ся такая матрица С (тоже квадратная), элементами которой яв&

ляются алгебраические дополнения элементов матрицы А, причем

алгебраические дополнения j&той строки матрицы А расположены

в j&том столбце матрицы С, т. е. для матрицы

присоединенная матрица имеет вид: 

Теорема. Если А — квадратная матрица порядка n, а матрица С
присоединена к ней, то их произведение равно АС = СА = Е detA,

где Е — единичная матрица того же порядка.
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Доказательство. По определению операции умножения матриц

произведением матриц АС является матрица Р, каждый элемент

рik которой равен сумме произведений от умножения элементов

i&той строки матрицы А на элементы k&того столбца матрицы С.

Все элементы рii, находящиеся на главной диагонали матрицы Р (по

теореме о разложении определителя), равны det A, а остальные эл&

ементы матрицы Р (по теореме аннулирования) равны нулю. Та&

ким образом, произведение АС может быть представлено в виде:

Для произведения СА доказательство аналогично. Теорема до&

казана.

Матрица А называется вырожденной (или особенной), если ее

определитель |A| равен нулю, в противном случае матрица А называ&

ется невырожденной (неособенной). Вырожденная матрица не имеет

обратной матрицы.

Теорема. Матрица

где Aik — алгебраическое дополнение элемента aik невырожден&

ной матрицы А, является обратной для А.

Другая формулировка этой теоремы. Для невырожденной мат&

рицы А существует единственная обратная матрица А–1, опреде&

ляемая формулой А–1 = С/detA, где матрица С присоединенная

к матрице А.

Доказательство. Найдем произведение матриц А и С / detA (detA ≠
≠ 0 по определению невырожденности). Оно равно (по предыду&

щей теореме) A(C / det A) = E. Следовательно, матрица C / det A
является обратной матрице А, C / det A = А–1. Если бы такая ма&

трица не была единственной, т. е. существовала бы еще одна ма&

трица А
*
–1 = =С / det A, то из равенств А

*
–1АА–1 = (А

*
–1А)А–1 =

ЕА–1 = А–1 и А
*
–1АА–1 = А

*
–1 (АА–1) = А

*
–1Е = А

*
–1 следует, что А–1

= А
*
–1. Теорема доказана.

Данная теорема указывает способ нахождения обратных мат&

риц, т. е. чтобы найти матрицу, обратную матрице А, надо вычис&
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лить определитель detA, затем для каждого элемента матрицы

А вычислить алгебраическое дополнение и из них составить при&

соединенную для матрицы А матрицу С. Тогда элементы обратной

матрицы будут равны соответствующим элементам присоединен&

ной матрицы С, деленным на детерминант матрицы А (определи&

тель матрицы А).

Справедливо следующее утверждение (как следствие из послед&

ней теоремы): определитель равен нулю тогда и только тогда, когда

его строки (или столбцы) линейнозависимы.

Невырожденные матрицы обладают следующими свойствами:
1) det A–1 = 1 / detA;

2) (A–1)–1 = A;

3) (Am)–1 = (A–1)m;

4) (AB)–1 = B–1A–1.

10. Ранг матрицы

Пусть имеется некоторая матрица А размером m × n с элемента&

ми aik. Пусть число k удовлетворяет неравенству 

Тогда минором порядка k матрицы А называется определитель мат&

рицы, состоящей из элементов матрицы А, стоящих на пересече&

нии произвольно выбранных k строк и k столбцов. 

Одна и та же матрица может иметь несколько миноров одного

порядка, миноры могут быть равны нулю.

Например, для матрицы

минором второго порядка будут определители

(взяты первая и вторая строки и первый и второй столбцы),

(взяты первая и вторая строки и второй и четвертый столбец). Один

из миноров третьего порядка для данной матрицы имеет вид:
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(взяты все строки и первый, третий, четвертый столбцы). Возмож&

ны и другие варианты миноров второго и третьего порядка данной

матрицы. 

Базисный минор матрицы А — это любой не равный нулю

минор максимального порядка матрицы А. Столбцы и строки

матрицы А, пересекающие базисный минор, называются базис&

ными. 

Ранг матрицы r — это максимальный порядок ее миноров, от&

личных от нуля. В случае, когда все миноры матрицы равны ну&

лю, ее ранг считается равным нулю. Из данного определения вы&

текает, что:

1) ранг матрицы размером m × n — целое число, причем

2) если матрицы квадратная, то ее ранг равен ее порядку толь&

ко в случае, если эта матрица невырожденная;

3) ранг матрицы равен нулю только в случае нулевой матрицы;

4) ранг транспонированной матрицы равен рангу исходной

матрицы;

5) ранг матрицы не меняется при вычеркивании или добавле&

нии к ней ряда, в котором все элементы равны нулю.

Ранг матрицы может быть найден при последовательном рас&

смотрении так называемых окаймляющих миноров. Данный спо&

соб основан на свойствах миноров.

Из теоремы о разложении определителя по элементам строки

(или столбца) следует, что если все миноры j&го порядка рассматри&

ваемой матрицы равны нулю, то и миноры более высоких поряд&

ков будут равны нулю.

Следовательно, чтобы найти ранг матрицы надо определить

порядок миноров, выше которого все миноры равны нулю, т. е.

если не все миноры i&го порядка равны нулю, а миноры порядка

(i +1) (окаймляющие) все равны нулю, то ранг матрицы равен

i (r = i).

Как видим, ранг определяется последовательной проверкой

миноров, начиная с минора первого порядка, в сторону увеличе&

0 min( , );r m n≤ ≤
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3 8 8

1 6 9

−
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ния порядка. При таком способе определения ранга матрицы

определяются одновременно столбцы и строки этой матрицы, со&

ставляющие максимальную линейно независимую систему.

Ранг матрицы может быть определен при применении элемен&

тарных преобразований матрицы, но при этом элементы столбцов

и строк этой матрицы, составляющих максимальную линейно не&

зависимую систему исходной матрицы, не определяются. 

К элементарным преобразованиям матрицы относятся следую&

щие действия (аналогично элементарным преобразованиям линей&

ных систем):

1) перестановка местами двух параллельных рядов (строк или

столбцов) матрицы;

2) умножение строки или столбца матрицы на не равное ну&

лю число;

3) прибавление к какой&нибудь строке (или столбцу) другой

строки (или столбца), умноженной на любое число.

Применяя эти элементарные преобразования, всякую матрицу

можно привести к ступенчатому (квазитреугольному) виду.

Если квазитреугольная матрица имеет вид

то ее ранг равен r, так как миноры более высокого порядка содер&

жат строки нулей, а значит, равны нулю, т. е. для определения ран&

га матрицы строки или столбцы исходной матрицы подвергают

элементарным преобразованиям до тех пор, пока не получится

строка нулей (нулевая строка).

Применение элементарных преобразований не влияет на ранг

матрицы, т. е. ранг исходной матрицы равен рангу матрицы, полу&

ченной в результате элементарных преобразований.

Например, найдем ранг матрицы путем элементарных преоб&

разований:

11 12 1 1

22 2 2
0

,
0 0

0 0 0 0

r n

r n

rr rn

a a a a

a a a

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

" "
" "

" " " " " "
" "

" " " " " "
" "

38



Здесь вторая матрица была получена при прибавлении ко второй

строке первой, умноженной на (–4), к третьей строке — прибав&

лением первой, умноженной на (–2), к четвертой — прибавлени&

ем первой, умноженной на (–7). Третья матрица получилась при

перемене местами второй и четвертой строки, четвертая матрица

получилась из предыдущей путем прибавления к третьей строке

второй, а к четвертой строке — прибавлением второй, умножен&

ной на (–2). И наконец, в четвертой матрице, прибавив к четвер&

той строке третью, получили пятую матрицу, соответствующую

ступенчатому виду. Отсюда видно, что ранг исходной матрицы

равен 3.

Теория определителей и матриц широко применяется при ре&

шении линейных систем m уравнений с n неизвестными. Линей&

ные системы записывают в матричном виде и при решении ис&

пользуют свойства матриц и определителей.
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ЛЕКЦИЯ № 3. Линейные системы.
Решение линейных систем

1. Системы линейных уравнений (матричная запись)

Пусть дана система m линейных уравнений с n неизвестными: 

(1)

Здесь aik — коэффициенты системы, b
1
, b

2
, ..., bm — свободные

члены. Если все свободные члены равны нулю, то система назы&

вается однородной.

Матрица А, составленная из коэффициентов системы (1), т. е. 

называется матрицей системы (1) (или основной матрицей), а ее

определитель |A| является определителем исходной системы урав&

нений (1). 

Расширенной матрицей линейной системы (1) называется мат&

рица, которая получается из основной прибавлением столбца

свободных членов. Для системы (1) расширенная матрица имеет

вид:

Решением системы (1) называется совокупность чисел xi = λi (i =

=1, 2, ..., n), обращающих все уравнения системы в тождества.

Если система линейных уравнений не имеет решений, то она на&
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зывается несовместной. Если она имеет хотя бы одно решение, то

она называется совместной.

Если обозначить буквой Х матрицу&столбец из неизвестных

и буквой В — матрицу&столбец их свободных членов:

то тогда исходную систему уравнений можно записать следую&

щим образом: АХ = В (умножение матриц А и Х возможно, так как

матрица А согласована с матрицей Х, количество столбцов матри&

цы А и количество строк матрицы Х равно числу n). Эта запись на&

зывается матричным уравнением (или матричной записью линейной
системы). Действительно, по правилам умножения матриц произ&

ведение АХ равно

Справедливо утверждение, что определенной линейной системе

соответствует своя единственная пара матриц А и В, обратное то&

же верно.

Имеют место следующие равенства: А–1(АХ) = А–1В, Х = А–1В.

Используя матрицы&столбцы коэффициентов линейной систе&

мы (1), эту систему можно записать в следующем виде:

Если некоторая совокупность чисел р
1
, р

2
, …, р

n
является ре&

шением линейной системы (1), то вектор&решение имеет вид мат&

рицы&столбца 
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2. Решение линейных систем n уравнений
с n неизвестными с помощью определителей.
Теорема Крамера

Пусть Δ (или det A) — определитель системы n линейных урав&

нений с n неизвестными

(1)

т. е.

Δi — определитель, полученный из определителя Δ заменой

его i&го столбца из коэффициентов при неизвестном хi столбцом

свободных членов. 

Теорема Крамера (формулы Крамера). Если определитель Δ систе&

мы линейных уравнений (1) не равен нулю, то эта система име&

ет единственное решение: xi = Δi/Δ, где i = 1, 2, ..., n.

Доказательство. Так как по условию теоремы определитель мат&

рицы А линейной системы не равен нулю, то существует матрица

А—1, обратная для матрицы А. Умножим на А–1 матричную форму

исходной линейной системы: : А–1АХ = А–1В. Но А–1АХ = ЕХ = Х,

следовательно, Х = А–1В. 

Распишем полученное матричное равенство:
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Но так как (по теореме замещения),

то из расписанного матричного равенства видно, что xi = Δi/Δ, где

i = 1, 2, ..., n. Теорема доказана.

Следствие. Если однородная система имеет ненулевое реше&

ние, то ее определитель Δ равен нулю.

По формулам Крамера удобно решать линейные системы при

небольших значениях n.

Решать линейную систему можно и путем элементарных пре&

образований ее матрицы, так как при этом получаются матрицы,

соответствующие эквивалентным системам.

Пример. Решить линейную систему

используя формулы Крамера. Определитель этой системы

(т. е. не равен нулю), определители со столбцом свободных чле&

нов равны:

Тогда по формулам Крамера х
1

= Δ/Δ = 28/
8

= 7/
2
, х

2
= Δ/Δ = –174/

8
=

= –87/
4
, х

3
= Δ/Δ = – 74/

8
= – 37/

4
. 

Пример. Решить линейную систему
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используя элементарные преобразования. Составим матрицу сле&

дующим образом: элементы первых четырех столбцов — соответ&

ствующие коэффициенты при неизвестных, последний столбец

состоит из свободных членов. К этой матрице применим элемен&

тарные преобразования:

Здесь на первом шаге ко второму уравнению прибавили первое

уравнение, умноженное на (–3), к третьему прибавили первое,

умноженное на (–2), к четвертому — первое, умноженное на (–7).

На втором шаге к третьему уравнению прибавили второе, умножен&

ное на (–3), к четвертому прибавили второе, умноженное на (–1). В

результате получилась матрица ступенчатого вида, которая соответ&

ствует системе трех линейных уравнений:

В данном случае одно из неизвестных, например х
4
, может

принимать любые значения, а остальные выражаются через него:

х
1

= 5/
2

–3х/
4
, х

2
= 5/

2
–3х/

4
, х

3
= 5х/

2
– 4. 

Линейная однородная система в любом случае имеет нуле&

вое решение, которое называется тривиальным, но она может

иметь и ненулевое, т. е. нетривиальное, решение. Для одно&

родных линейных систем справедливы следующие утверждения:

1) если определитель однородной системы не равен нулю, то

эта система имеет только тривиальное решение;
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2) если однородная система уравнений имеет нетривиальное

решение, то ее определитель равен нулю;

3) если определитель однородной линейной системы ура&

внений равен нулю, то эта система имеет нетривиальное ре&

шение.

3. Исследование систем m линейных уравнений
с n неизвестными

Пусть дана система m линейных уравнений с n неизвестными:

А — ее основная матрица, составленная из коэффициентов при

неизвестных, — расширенная матрица этой системы, состоящая

из коэффициентов при неизвестных и столбца свободных членов.

По рангу основной матрицы можно судить о наличии решения

(совместности) рассматриваемой системы. Для данной системы

справедливы следующие утверждения:

1) для совместности линейной системы необходимо и доста&

точно, чтобы ранг ее основной матрицы А был бы равен рангу

расширенной матрицы (теорема Кронекера—Капелли) ;

2) если ранг матрицы совместной системы равен числу неиз&

вестных, то система имеет единственное решение;

3) если ранг матрицы совместной системы меньше числа не&

известных, то множество ее решений является бесконечным.

Доказательство теоремы Кронекера—Капелли. Исходную систе&

му можно записать в следующем векторном виде:

т. е. столбец свободных членов является линейной комбинацией

столбцов основной матрицы А. Если исходная линейная система

совместна (имеет решение), то ранг основной матрицы равен ран&

гу расширенной. И наоборот, если ранги расширенной и основной

систем совпадают, то столбец свободных членов может быть пред&

ставлен как линейная комбинация столбцов основной матрицы,
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которые можно считать базисными. Значит, исходная система сов&

местна.

Таким образом, при исследовании системы сначала определяют

ранги основной и расширенной матриц исходной системы. Если

эти ранги не равны, то система несовместна. Если ранги равны, то

в случае, когда порядок базисного минора (максимального не рав&

ного нулю минора основной матрицы) равен числу неизвестных,

система имеет единственное решение; если меньше числа неизвест&

ных, система имеет бесконечно много решений, которые могут

быть определены, например, с помощью элементарных преобра&

зований матрицы рассматриваемой системы.



ЛЕКЦИЯ № 4. Линейные пространства

1. Линейные (арифметические) пространства
и подпространства

Понятие арифметического пространства широко применимо

в теории матриц. Линейным пространством (арифметическим, дей0
ствительным) размерности n над R (или действительным векторным
пространством) называется множество Rn, элементами которого

являются векторы или векторы&строки (векторы&столбцы), рас&

сматриваемые вместе с операциями сложения векторов и умно&

жения их на скалярные величины, удовлетворяющими своим аксио&

мам. Здесь n — определенное натуральное число, R — множество

действительных чисел. Вектор&строка рассматривается как мат&

рица размером 1 × n (вектор&столбец — матрица размером n × 1).

Понятие линейного пространства можно ввести следующим об&

разом: если некоторой упорядоченной паре элементов х, у, при&

надлежащих множеству V (или Rn), соответствует элемент ,

являющийся суммой (z = x + y), и определено умножение на ска&

ляр таким образом: причем эти операции

сложения и умножения удовлетворяют своим аксиомам, то это мно&

жество V называется линейным пространством (или действительным
векторным пространством). Если вместо множества действительных

чисел R взять множество комплексных чисел, то пространство бу&

дет называться комплексным линейным пространством.

Аксиомы действительного линейного пространства:
1) сложение коммутативно: х + у = у + х для любых 

2) сложение ассоциативно: (x + y) + z = x + (y + z) для любых

3) существует нулевой элемент 0 (нулевой вектор), для кото&

рого справедливо 0 + х = х для любых ;

4) для любого существует противоположный элемент

(–х), для которого (–х) + х = 0;

5) для любого произведение 1х = х;

6) для любых и справедливо α(δх) = (αδ)х;, Rα δ ∈x V∈
x V∈

x V∈
x V∈

, , ;x y z V∈

, ;x y V∈

, ,z ax z V= ∈,Rα ∈

z V∈
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7) умножение дистрибутивно относительно скалярной вели&

чины: (α + δ)х = αх + δх для любых ;

8) умножение дистрибутивно относительно векторов (элемен&

тов пространства V): α(х + у) = αх + αу для любых ,

Разность двух элементов линейного пространства х, у опреде&

ляется как сумма х + (–у) (сумма х и элемента, противоположно&

го по знаку элементу у).

К линейным пространствам относится, например, множество

свободных векторов (нулевой элемент — нулевой вектор); множес&

тво матриц размером m × n (нулевой элемент — нулевая матрица);

множество алгебраических многочленов степени меньше n (нуле&

вой элемент — многочлен, у которого все коэффициенты равны ну&

лю); множество непрерывных функций f(x), определенных на отрез&

ке [a, b] (нулевой элемент — тождественно равная нулю функция).

Для линейных пространств справедливы следующие утверж&

дения:

1) нулевой элемент — единственный (действительно, если бы

было два нулевых элемента 0
1

и 0
2
, то из равенств, следующих

из аксиомы 3, 0
1

+ 0
2

= 0
1

и 0
1

+ 0
2

= 0
2
, вытекает, что 0

1
= 0

2
);

2) для любого элемента х линейного пространства противопо&

ложный по знаку элемент единственный (действительно, если

бы было два противоположных элемента х
1

и х
2
, т. е. по аксио&

ме 4х + х
1

= 0 и х + х
2

= 0, то преобразованиями получаем: х
1

=

х
1

+ 0 = х
1

+ (х + х
2
) = (х

1
+ х) + х

2
= 0 + х

2
= х

2
);

3) элемент (–х) является противоположным для элемента х
(действительно, основываясь на аксиомах 1 и 3, имеем: –х + х=
= х + (–х) = 0);

4) для любого элемента х линейного пространства произведе&

ние в результате умножения его на число 0 является нулевым

элементом (действительно, из следующего преобразования

суммы 0х + 0 = 0х + (х + (–х)) = (0х + х) + (–х) = х(0 + 1) +

+ (–х) = х + (–х) = 0 получаем, что 0х = 0);

5) для любого элемента линейного пространства произведение

в результате умножения его на число (–1) есть элемент, противо&

положный элементу х, т. е. (–1)х = –х (действительно, рассма&

тривая сумму и используя предыдущее утверждение (–1)х + х =

= (–1 + 1)х = 0х = 0, получаем, что (–1)х = –х);

6) произведение в результате умножения нулевого элемента

линейного пространства на любое действительное число есть

.Rα ∈,x y V∈

, Rα δ ∈,x V∈
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нулевой элемент (действительно, при вычислении получаем:

α0 = α(х + (–х)) = α(х + (–1)х) = αх + α(–1)х = αх + (–αх) = 0);

7) если произведение αх = 0 (равно нулевому элементу) при α,

отличном от нуля, то х — нулевой элемент (действительно, ум&

ножив обе части равенства αх = 0 на число 1/α, с учетом преды&

дущего утверждения получаем, что х = 0 (нулевой элемент));

8) если произведение αх = 0 (нулевому элементу) в случае, когда

х не является нулевым элементом, то α = 0 (действительно, пред&

положив, что α не равно нулю, сможем произвести следующие

действия: (1/α)(αх) = (1/α)0 = 0, откуда получим, что х = 0 (явля&

ется нулевым элементом), что противоречит условию). 

Линейным подпространством W называется непустое подмно&

жество линейного пространства V (или Rn), если выполняются

следующие условия: на множестве W определены те же операции,

что и на множестве V, и если то и где

α — число. Таким образом, в линейном подпространстве выпол&

няются все аксиомы линейного пространства, т. е. линейное под&

пространство само является линейным пространством. Нулевой

элемент линейного пространства сам является линейным под&

пространством (нулевым подпространством), так как для него

удовлетворяются все условия линейного подпространства. На&

пример, линейным подпространством будет являться множество

свободных векторов, удовлетворяющих какому&либо условию,

например параллельных некоторой прямой.

Евклидовым пространством называется линейное действитель&

ное пространство, в котором определена операция скалярного

умножения векторов следующим образом: упорядоченной паре

векторов х, у ставится в соответствие число (х, у), принадлежащее

этому же пространству, и выполняются следующие аксиомы:

для всех х ≠ 0, (х, х) = 0 при х = 0.

Норма вектора евклидова пространства равна 

Она обладает следующими свойствами, вытекающими из аксиом

скалярного умножения:

2
( , ) .x x x x= =

( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ), ; ( , ) 0,

x y y x

x y z x z y z

x y x y R x xα α α

=

+ = +

= ∈ >

, ,x y W x Wα+ ∈ ∈, ,x y W∈
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1) ||x|| = 0 тогда и только тогда, когда х = 0; 

2) ||αx|| = |α| ||x||, где α — действительное число; 

3) |(x, y)|≤ ||x|| ||y||; ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y||.

Например, в евклидовом пространстве с обычным определени&

ем скалярного произведения, элементами которого являются трех&

мерные свободные векторы, норма вектора совпадает с его длиной;

в пространстве, элементами которого являются определенные и не&

прерывные на отрезке [a, b] функции вида х = (t), а скалярное про&

изведение двух функций x(t), y(t) определено формулой

норма определяется формулой

в n&мерном линейном пространстве упорядоченных совокуп&

ностей n действительных чисел вида x = (x
1
, x

2
, ..., xn), для двух

элементов которого скалярное произведение определено следую&

щим соотношением (x, y) = x
1
y

1
+ x

2
y

2
+...+ xnyn (или иначе можно

сказать, что скалярное произведение векторов x = (x
1
, x

2
, ..., xn)

и у = (у
1
, у

2
, ..., уn) определено как сумма произведений их соответ&

ствующих координат, норма определяется формулой:

Углом между двумя векторами х и у евклидова пространства на&

зывается угол ϕ, для которого

Ортогональными называются два вектора евклидова простран&

ства, если их скалярное произведение равно нулю. Система попар&

но ортогональных векторов называется ортогональной системой. 

Вектор называется нормированным (единичным), если его нор&

ма равна единице. Система векторов называется ортонормирован0
ной, если она ортогональна и все ее векторы нормированы.

( , )
cos , (0 2 ).

x y

x y
ϕ ϕ π= ≤ ≤

⋅

2 2 2

1 2
... .nx x x x= + + +

2
( ) ( ) ;

b

a

x t x t dt= ∫

( , ) ( ) ( ) ,

b

a

x y x t y t dt= ∫
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2. Линейные комбинации. Линейная зависимость

Линейной комбинацией векторов (элементов линейного прост&

ранства) х
1
, х

2
, …, хn называется вектор y = α

1
x

1
+ α

2
x

2
+ ... + αnxn,

где αi (i = 1, 2, ..., n) — числа, которые называются коэффициента0
ми линейной комбинации. Линейная комбинация называется

тривиальной, если все ее коэффициенты равны нулю; если не все

коэффициенты равны нулю, то такая линейная комбинация на&

зывается нетривиальной. С одним и тем же набором векторов

можно составлять различные линейные комбинации с разными

коэффициентами. Множество линейных комбинаций векторов

х
1
, х

2
, …, хn является линейным подпространством множества векто&

ров, это подпространство называют линейной оболочкой векторов

х
1
, х

2
, …, хn или говорят, что оно порождено векторами х

1
, х

2
, …, хn.

Линейнозависимой называется такая система векторов х
1
, х

2
, …, хn,

для которой существуют коэффициенты αi (i = 1, 2, ..., n), не все

одновременно равные нулю, такие, что линейная комбинация α
1
x

1

+ α
2
x2 + ... + αnxn = 0. Если данная линейная комбинация равна ну&

лю только тогда, когда все коэффициенты αi (i = 1, 2, ..., n) равны

нулю, эта линейная комбинация называется линейно независимой.

Система единичных векторов линейно независима. Линейная за&

висимость (независимость) системы векторов не зависит от по&

рядка векторов в этой системе (от перемены мест слагаемых сум&

ма не меняется). Два (три) линейнозависимых вектора линейного

пространства иначе называются коллинеарными (компланарными),
линейно независимые векторы называются неколлинеарными (не0
компланарными). 

Справедливы следующие утверждения:

1) система векторов, содержащая нулевой вектор, линейно&

зависима (действительно, если, например, х
1

= 0 (нулевой

вектор), то для такой системы существует набор не всех одно&

временно равных нулю коэффициентов, а именно а
1

≠ 0, 0, …, 0,

при котором линейная комбинация равна нулю);

2) если m (m < n) векторов системы х
1
, х

2
, …, хn линейнозави&

симы, то и вся система линейно зависима (действительно,

если коэффициенты αi (i = 1, 2, ..., m) не все одновременно

равны нулю, но α
1
x

1
+ α

2
x

2
+ ... + αmxm = 0, то, добавив к этому

набору коэффициентов нули в качестве коэффициентов для

векторов xm + 1
, ..., xn, получим новый набор коэффициентов,
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в котором есть не равные нулю, при котором линейная комби&

нация α
1
x

1
+ α

2
x

2
+ . ..+ αnxn = 0); 

3) любая часть линейно независимой системы векторов ли&

нейно независима, т. е. при отбрасывании части векторов ли&

нейно независимая система остается линейно независимой

(действительно, данное утверждение следует из предыдущего

при рассуждениях от противного);

4) если какие&либо два вектора, например хi и xj, системы х
1
,

х
2
, …, хn связаны соотношением xi = βxj (β — число), то вся си&

стема векторов линейнозависима (действительно, векторы хi

и xj являются линейно зависимой частью системы х
1
, х

2
, …, хn,

так как 1xi – βxj = 0, следовательно, и вся система векторов ли&

нейнозависима);

5) система векторов х
1
, х

2
, …, хn линейнозависима тогда и толь&

ко тогда, когда хотя бы один из этих векторов является линей&

ной комбинацией остальных (действительно, необходимость

видно, если условие линейной зависимости α
1
x

1
+ α

2
x

2
+ ... +

+ αnxn = 0 при а
1

≠ 0 записать в виде: x
1

= –α
2
x

2
/а

1
–...– αnxn/а

1
;

достаточность следует (например, х
1

является линейной ком&

бинацией остальных векторов системы), если равенство x
1

=

= α
2
x

2
+ ... + αnxn записать в виде (–1)x

1
+ α

2
x

2
+ ... + αnxn = 0,

т. е. в данной комбинации хотя бы первый коэффициент не

равен нулю). 

Если линейная система состоит только из нулевого вектора, то

она линейнозависима.

Если линейная система состоит из одного ненулевого вектора,

то она линейно независима.

3. Базис, разложение вектора по базису. Размерность.
Изоморфизм

Размерностью n (dim V) линейного пространства V называется

число (максимальное) линейно независимых векторов (если они

существуют) этого пространства, т. е. для данного пространства

существует n линейно независимых векторов, а любая система

(n + 1) вектора этого пространства линейнозависима. Размерность

линейного пространства, состоящего из одного нулевого вектора,

равна нулю.
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Базис n&мерного линейного пространства — это любая упоря&

доченная система n линейно независимых векторов этого прост&

ранства.

Если базис некоторого линейного пространства состоит из ко&

нечного числа векторов, то это пространство называется конечно0
мерным.

Если для любого натурального числа m в линейном простран&

стве найдется m линейно независимых векторов, то такое про&

странство называется бесконечномерным. 

Стандартным базисом n&мерного линейного пространства явля&

ется линейно независимая система вида e
1
(1, 0, .., 0), e

2
(0, 1, 0, ..., 0),

..., e
n
(0, 0, ..., 0, 1); любой элемент данного линейного пространства

можно представить в виде линейной комбинации векторов стан&

дартного базиса: х = α
1
е

1
+ α

2
е

2
+ … + αnen, где числа α

1
, α

2
, ..., α

n 
∈

∈ R и являются координатами вектора х относительно базиса е
1
, е

2
,

…, еn.

Одно и то же линейное пространство может иметь разные бази&

сы, состоящие из разных векторов, но количество их одинаково.

Базис двумерного (трехмерного) пространства состоит из двух не&

коллинеарных (трех некомпланарных) векторов. Каждое подпро&

странство линейного n&мерного пространства обладает конечным

базисом. 

Лемма. Если система векторов х
1
, х

2
, …, хr — базис линейного

подпространства, а система векторов этого же подпространства y
1
,

y
2
, …, ys линейно независима, то s ≤ r  (доказывается от противного).

Во всяком евклидовом n&мерном пространстве (n ≥ 2) сущес&

твует ортонормированный базис (базис называется ортонормиро&

ванным, если базисные векторы образуют ортонормированную

систему).

Теорема. Если е
1
, е

2
, …, еn — базис n&мерного линейного прост&

ранства V, то любой вектор х этого пространства линейно выра&

жается через базисные векторы х = α
1
е

1
+ α

2
е

2
+ … + αnen, и коэф&

фициенты этого разложения определяются однозначно.

Доказательство. Система векторов по условию является бази&

сом, т. е. она линейно независима, но, добавив к ней еще один

вектор х, получаем уже линейнозависимую систему, т. е. линейная

комбинация β
1
e

1
+ β

2
e

2
+ ... + βnen + βn + 1

x = 0, и не все коэффи&

циенты равны нулю. Причем именно βn + 1
≠ 0, в противном слу&



чае (при βn + 1
= 0) для выполнения последнего равенства и сохра&

нения условия линейной зависимости среди коэффициентов β
1
,

…, β
n

должен быть хотя бы один не равный нулю, что противоре&

чит определению базиса. Но если βn + 1
≠ 0, то х можно предста&

вить в виде х = α
1
е

1
+ α

2
е

2
+ … + αnen, где αi = – βi/βn + 1

. Покажем,

что это разложение единственное.

Если для вектора х возможны два разложения по базису с

разными коэффициентами αi и βi, т. е. х = α
1
е

1
+ α

2
е

2
+ … + αnen = β

1
e

1

+ β
2
e

2
+ … + βnen, то отсюда (α

1
– – β

1
)е

1
+ … + (αn – βn)en = 0, что воз&

можно в силу линейной независимости базиса лишь при αi – βi =

0 или αi = βi (i = 1, 2, ..., n). Теорема доказана.

Справедливы следующие утверждения (они легко доказы&

ваются на основании аксиом линейного пространства):

1) вектор х является нулевым тогда и только тогда, когда его

координаты при любом базисе равны нулю (действительно,

при равных нулю координатах из свойств линейного прост&

ранства следует, что х — нулевой вектор; и наоборот, если век&

тор х — нулевой, то его разложение по базису равно 0, что воз&

можно при условии линейной независимости базиса, лишь

когда все коэффициенты равны нулю);

2) два вектора равны тогда и только тогда, когда равны их со&

ответствующие координаты в одном и том же базисе;

3) вектор х является линейной комбинацией некоторой

системы векторов тогда и только тогда, когда каждая коор&

дината вектора х является линейной комбинацией с этими

же коэффициентами соответствующих координат векторов

системы в одном и том же базисе;

4) в одном и том же базисе координаты суммы двух векторов

равны сумме соответствующие координат этих векторов, ко&

ординаты произведения вектора на число равны произведе&

нию координат этого вектора на это число.

Изоморфными называются такие линейные пространства V, U,

между элементами которых xi ∈ V и yi ∈ U установлено взаимно&

однозначное соответствие, такое, что сумме x
1

+ x
2

соответствует

сумма y
1

+ y
2
, произведению αxi соответствует произведение αyi,

где α ∈ R.

Необходимым и достаточным условием изоморфности двух

линейных пространств является равенство их размерностей.
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4. Матрица системы векторов
линейного пространства. Преобразование координат
при изменении базиса

Пусть имеется некоторое n&мерное линейное пространство

с определенным базисом, и пусть задана система m векторов это&

го пространства, разложенных по выбранному базису: 

x
1
(a

11
, a

21
, ..., an1

), x
2
(a

12
, a

22
, ..., an2

), ..., x
m

(a
1m, a

2m, ..., anm). Матри&

ца А данной системы векторов составляется по следующему пра&

вилу: элементами любого i&го столбца матрицы являются коорди&

наты i&го вектора. Такая матрица имеет размерность n × m (m
столбцов и n строк), ее ранг является рангом рассматриваемой

системы векторов. Если векторы исходной системы линейноза&

висимы, то и столбцы матрицы А будут также линейнозависимы&

ми. Матрица А имеет следующий вид: 

Основываясь на свойствах матриц, имеем следующую теорему со

следствиями.

Теорема. Для того чтобы m векторов n&мерного линейного

пространства были линейно зависимыми, необходимо и доста&

точно, чтобы ранг матрицы этой системы был бы равен m.

Следствия. 1. Система n векторов n&мерного линейного прост&

ранства линейнонезависима тогда и только тогда, когда матрица

этой системы векторов является невырожденной.

2. Если ранг матрицы системы m векторов линейного прост&

ранства равен r, то максимальное число линейно независимых

векторов этой системы равно r.

Таким образом, определение максимального числа линейно

независимых векторов некоторой системы векторов сводится

к определению ранга матрицы этой системы векторов.

Пусть имеются два базиса в одном n&мерном линейном прос&

транстве: е
1
, е

2
, …, еn и е*

1
, е*

2
, …, е*n. Векторы одного базиса мож&

но разложить по другому базису, например векторы второго бази&

са разложены по первому: e*i = ti1e1
+ ti2e2

+ … + tinen (i = 1, 2,

..., n). Матрица составленная из коэффициентов данного разло&

жения, называется матрицей перехода от базиса е
1
, е

2
, …, еn к бази&

су е*
1
, е*

2
, …, е*n. 
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Она имеет следующий вид:

Так как векторы базиса линейно независимы, то данная мат&

рица невырожденная, т. е. ее определитель не равен нулю. Матри&

ца Т–1 является матрицей перехода от базиса е*
1
, е*

2
, …, е*n к ба&

зису е
1
, е

2
, …, еn.

Теорема. Если х
1
, х

2
, …, хn — координаты вектора х в базисе е

1
,

е
2
, …, еn, х*

1
, х*

2
, …, х*n — координаты этого же вектора в другом

базисе е*
1
, е*

2
, …, е*n, то справедливо Х = ТХ*, где Т — матрица пе&

рехода от базиса е
1
, е

2
, …, еn к базису е*

1
, е*

2
, …, е*

n
, а Х и Х* — мат&

рицы&столбцы, соответственно равные 

Данная теорема доказывается при непосредственном сравне&

нии разложения вектора х по первому базису с матрицей, равной

произведению матриц ТХ*. Эта теорема выражает координаты

вектора в первом (старом) базисе через координаты этого вектора

во втором (новом) базисе. Можно новые координаты выразить

через старые по формуле: Х* = Т–1Х (данная формула получается

из формулы Х = ТХ* при умножении ее слева на обратную матри&

цу Т–1).
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ЛЕКЦИЯ № 5. Линейное преобразование

1. Линейное преобразование (отображение)

Пусть имеется некоторое линейное пространство V. Задать
преобразование f пространства V самого в себя — значит поста&

вить каждому вектору х (который при этом будет называться про0
образом) пространства V единственный вектор у (образ) этого же

пространства V. При отображении у каждого вектора простран&

ства V имеется образ, но прообраза может и не быть, или прооб&

раз может быть неединственным. Взаимно0однозначным (биектив0
ным) называется такое преобразование, при котором каждый

вектор имеет единственный прообраз.

Линейным (или линейным оператором) называется преобразо&

вание f линейного пространства, при котором справедливо равен&

ство 

f(αx
1

+ βx
2
) = αf(x

1
) + βf(x

2
) для любых чисел α, β. 

При линейном преобразовании нулевой вектор переходит в ну&

левой. Действительно, f(0) = f(0x) = 0 f(x) = 0. 

Тождественное преобразование f(x) = x является примером

простейшего линейного преобразования. 

Если имеются два базиса в одном n&мерном линейном прост&

ранстве е
1
, е

2
, …, еn и е*

1
, е*

2
, …, е*n и линейное преобразование

f переводит базис е
1
, е

2
, …, еn в базис е*

1
, е*

2
, …, е*n: e*i = f(ei), то об&

раз любого вектора х = α
1
е

1
+ … + αnen этого пространства выра&

жается через образы базисных векторов следующим образом: f(x)

= α
1
е*

1
+ … + αne*n.

Если f переводит базис е
1
, е

2
, …, еn в базис е*

1
, е*

2
, …, е*n,

а векторы базиса е*
1
, е*

2
, …, е* могут быть разложены по базису

е
1
, е

2
, …, еn: e*i = f(ei), то матрицей данного линейного преобра&

зования f будет матрица
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в которой элементами любого i&го столбца являются координаты

вектора e*i при разложении по базису е
1
, е

2
, …, еn: e*

i
= a

1ie1
+ a

2ie2
+

+ … + anien (i = 1, 2, ..., n). Рангом данного преобразования r явля&

ется ранг матрицы А, а разность n – r называется дефектом этого

преобразования. Для тождественного преобразования матрица

единичная. Данное преобразование называется невырожденным,

если определитель |A| ≠ 0.

Пусть вектор y = f(x) = y
1
e

1
+ … + ynen, т. е. является образом

вектора х = x
1
e

1
+ ...+ xnen (они разложены по одному и тому же ба&

зису е
1
, е

2
, …, еn). Тогда их координаты связаны следующим соотно&

шением: Y = AX (в матричной форме) или yi = ai1x1
+ ai2x2

+ +…

+ainxn (i = 1, 2, ..., n), где X, Y — матрицы&столбцы соответствен&

но с элементами (xi) и (yi).

Теорема. Если е
1
, е

2
, …, еn (старый базис) и е*

1
, е*

2
, …, е*

n
(новый

базис) — два базиса в одном n&мерном линейном пространстве, А —

матрица линейного преобразования в старом базисе, то матрица

В этого преобразования в новом базисе имеет вид: В = Т–1АТ, где

Т — матрица перехода из старого базиса к новому.

Действительно, пусть имеются два вектора х и у, разложенные

по обоим базисам: x = x
1
e

1
+ … + xnen = x*

1
e*

1
+ … + x*ne*n и у =

= у
1
e

1
+ … + уnen = у*

1
e*

1
+ … + у*ne*n. Но известно, что при пере&

ходе от одного базиса к другому координаты вектора связаны

соотношениями Х = ТХ*, Y = TY*, а в соответствии с матричной

записью линейного преобразования имеем: Y = AX и Y* = BX*. 

Если равенство Х = ТХ* умножить слева на матрицу А, то получа&

ем: АХ = АТХ*, но АХ = Y = TY*, тогда TY* = ATX* или Y* = T–1ATX*.

При сравнении полученного выражения с равенством Y = BX*

получаем, что B = T–1AT.

Следствие. Если линейное преобразование имеет невырож&

денную матрицу в некотором базисе, то матрица этого преобразо&

вания будет невырожденной в любом другом базисе.

Подобными называются такие две матрицы А и В, для которых

существует невырожденная матрица С, такая, что выполняется

равенство В = С–1АС (в этом случае говорят, что матрица В подоб&

на матрице А).

2. Характеристическое уравнение
и собственный вектор линейного преобразования

Характеристическим уравнением линейного преобразования f
называется уравнение вида det(A – λE) = 0, где λ — любое дейст&
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вительное число, А — матрица этого линейного преобразования f,
Е — единичная матрица того же порядка n. Многочлен det(A – λE)

называется характеристическим многочленом Pn(λ) матрицы А (ли&

нейного преобразования f). В матричном виде характеристиче&

ское уравнение имеет следующий вид:

или

Следовательно, приравняв характеристический многочлен

к нулю, получаем уравнение степени n, где в качестве неизвестно&

го выступает λ. Решив это уравнение относительно λ, получаем зна&

чения его корней — характеристических чисел данной матрицы. 

Пример. Найти характеристические числа матрицы

Приравнивая характеристический многочлен к нулю, получаем

(в данном случае матрица второго порядка) квадратное уравнение:

Тогда корни этого уравнения равны 

Теорема. Если линейное преобразование f в базисе e
1
,..., en

(первый базис) имеет матрицу А и в базисе e*
1
,...,e*n (второй ба&

зис) — матрицу В, то имеет место равенство: det(A – λE) = det(B–

– λE). Следовательно, при переходе к новому базису характе&

ристический многочлен линейного преобразования не меняется,

хотя матрица линейного преобразования меняется. Действитель&

но, если Т — матрица перехода от первого базиса ко второму, то

В = Т–1АТ. Тогда преобразуем правую часть равенства: det(B —

– λE) = det(Т–1АТ – λE) = det(Т–1АТ – λТ–1EТ) = det(Т–1(А –

– λE)Т) = detТ–1 det(А – λE) detТ = det(А – λE), т. е. получили тре&

буемое.

Собственный вектор х линейного преобразования f — это такой

ненулевой вектор линейного пространства, для которого сущест&

1,2
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вует такое число k, что выполняется равенство f(x) = kх (число k
называется собственным значением вектора х относительно преоб&

разования f), или в матричном виде AX = kX, где A — матрица ли&

нейного преобразования f, Х — матрица&столбец, элементами ко&

торой являются координаты вектора х. 

Для собственных векторов и значений справедливы следую&

щие свойства:

1) каждому собственному вектору соответствует единствен&

ное собственное значение k. Действительно, если вектору х
соответствуют два числа, т. е. f(x) = kx и f(x) = k*x, то тогда вы&

полняется равенство kx = k*x или (k — k*)x = 0, последнее ра&

венство выполняется при ненулевом векторе х только в случае

k = k*;

2) если собственному вектору х некоторого линейного преоб&

разования соответствует собственное число k, то вектор αх так&

же является собственным вектором этого же линейного преоб&

разования с тем же собственным значением k, действительно,

так как k и α — числа, то из свойств линейного пространства

следует: f(αx) = αf(x) = α(kx) = k(αx);

3) сумма двух линейно независимых собственных векторов х
и у линейного преобразования f, имеющих одно и то же соб&

ственные значение k (т. е. f(x) = kx и f(y) = ky), является соб&

ственным вектором того же линейного преобразования с тем

же собственным значением f(x + y) = k(x + y); действительно,

сумма х + у не является нулевым вектором, поскольку х и у ли&

нейно независимы, и по свойствам линейного преобразова&

ния f(x + y) = f(x) + f(y) = kx + ky = k(x + y);

4) если собственные значения k и m двух собственных векто&

ров х и у одного линейного преобразования не равны, то век&

торы х и у линейно независимы; действительно, если бы век&

торы х и у были линейнозависимы, то можно было бы

записать у = αх (α ≠ 0). А исходя из первых двух свойств и это&

го равенства следует, что k = m, т. е. получили противоречие

условию, следовательно, векторы х и у линейно независимы.

Обобщая данные свойства, можно сказать, что любая нетриви&

альная линейная комбинация системы собственных линейно не&

зависимых векторов, имеющих одинаковое собственное значение

k, является собственным вектором того же линейного преобразо&

вания с тем же собственным значением k.

Теорема. В комплексном линейном пространстве все корни ха&

рактеристического уравнения (и только они) являются собствен&

60



ными значениями линейного преобразования (следует из мат&

ричной записи определения собственного вектора, представлен&

ной в виде системы уравнений).

Для линейного преобразования действительного пространства

собственные значения являются действительными числами. Если

какое&либо собственное значение является корнем кратности m
характеристического уравнения, то это собственное значение на&

зывается m&кратным (кратности m).
Если матрица А линейного преобразования является симмет&

рической (симметричные относительно главной диагонали эле&

менты равны), то для нее справедливо:

1) корни характеристического уравнения симметрической мат&

рицы являются действительными числами (действительная сим&

метрическая матрица имеет только действительные собственные

векторы);

2) собственные векторы действительной симметрической мат&

рицы, соответствующие разным собственным значениям, ор&

тогональны (два вектора называются ортогональными, если

их скалярное произведение равно нулю, выражение скалярно&

го произведения векторов через их координаты имеет вид:

(x,y) = x
1
y

1
+ x

2
y

2
+...+ xnyn).

3. Диагональный вид матрицы линейного преобразования

Пусть имеется некоторое линейное преобразование с матри&

цей А.

Теорема (условие диагональности матрицы). Матрица линейно&

го преобразования имеет диагональный вид тогда и только тогда,

когда каждый базисный вектор является собственным вектором

этого преобразования. 

Действительно, если матрица линейного преобразования имеет

диагональный вид

то векторы соответствующего базиса e
1
, e

2
, ..., en могут быть пред&

ставлены в виде f(ei) = λei (I = 1, 2, ..., n), что означает, что они яв&

ляются собственными векторами. И обратно, если векторы бази&

са являются собственными, т. е. имеет место равенство f(ei) = λei (I =
= 1, 2,..., n), то матрица А имеет диагональный вид.
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Приводимой к диагональному виду называется такая матрица А,

для которой существует невырожденная матрица Т, для которой

матрица Т–1АТ является диагональной. Чтобы построить матрицу Т,

надо определить собственные числа λi из характеристического урав&

нения для матрицы А.

Теорема (о приводимости к диагональному виду). Матрица А ли&

нейного преобразования f n&мерного линейного пространства при&

водима к диагональному виду тогда и только тогда, когда существу&

ет базис этого пространства, состоящий из собственных векторов

данного преобразования (доказательство основано на предыдущей

теореме и определении приводимости к диагональному виду).

Матрица будет приводиться к диагональному виду, если все ее

собственные числа λi попарно различны.

4. Действия над линейными преобразованиями

Произведением (композицией) линейного преобразования f на

линейное преобразование g называется преобразование, являю&

щееся последовательным применением преобразований f и g,

обозначается g × f, т. е. для вектора х имеем g × f (x) = g(f(x)). Произ&

ведение линейных преобразований само является линейным пре&

образованием; действительно, для любых векторов х и у исходя из

определения линейного пространства имеем: g × f (λх + βу) =

= g (f (λх + βу)) = g (λf (x) + βf (y)) = λg (f (x)) + βg (f (y)) = λ g ×
× f(x) + β g × f (y).

Теорема: Если в некотором базисе линейные преобразования f
и g имеют соответственно матрицы А и В, то их произведение g × f
имеет матрицу ВА.

Действительно, если для векторов x, y, z имеем y = f(x) (в век&

торной форме Y = AX), z = g(y) (Z = BY), произведение z = g × f (x)

(матрица преобразования произведения Z = DX), то отсюда Z =

= BY = BAX, а сравнивая с векторной формой для произведения,

получаем B = BA.

Сумма линейных преобразований f и g некоторого линейного

пространства — это такое преобразование h, что для любого векто&

ра х выполняется равенство h(x) = f(x) + g(x); сумма преобразова&

ний обозначается f + g. Справедливо: f + g = g + f. Сумма линейных

преобразований сама является линейным преобразованием (дока&

зывается аналогично случаю произведения).
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Теорема. Если линейные преобразования f и g в некотором ба&

зисе имеют соответственно матрицы А и В, то преобразование f + g
имеет в том же базисе матрицу А + В (доказывается аналогично

предыдущей теореме).

Линейные преобразования могут быть вырожденными (имеют

вырожденную матрицу) и невырожденными (имеют невырожден&

ную матрицу).

Теорема. Линейное преобразование является невырожденным

тогда и только тогда, когда оно взаимно&однозначно.

Действительно, если матрица А линейного преобразования не&

вырожденная (т. е. ее определитель не равен нулю), то для векторов

х и у имеем y = f(x) или в матричной форме Y = AX, где Х и Y — мат&

рицы&столбцы из коэффициентов соответственно вектора х и у.

Для конкретного векторе у* имеем AX = Y*, но поскольку опреде&

литель матрицы А не равен нулю, то последнее уравнение имеет

единственное решение х*. И наоборот, если имеется взаимно&одноз&

начное соответствие, т. е. каждому вектору у* соответствует един&

ственный вектор х*, что означает, что система АХ* = Y* имеет един&

ственное решение, то определитель матрицы А не равен нулю,

преобразование невырожденное.

Теорема. Произведение двух линейных невырожденных преоб&

разований есть невырожденное линейное преобразование. Дей&

ствительно, если А и В матрицы преобразований f и g, то матрица

произведения преобразований равна ВА, ее определитель равен

det BA = detB detA ≠ 0, поскольку det A ≠ 0 и det B ≠ 0.

Преобразование g называется обратным преобразованию f,
если произведение этих преобразований — тождественное: f ×
× g(x) = g × f (x) = x. Преобразования f и g в этом случае назы&

ваются взаимнообратными. Если А и В — соответственно матри&

цы взаимно обратных преобразований f и g, то АВ = ВА = Е, сле&

довательно, В = А–1. Следовательно, для любого невырожденного

преобразования с матрицей А существует единственное обратное

с матрицей А–1.

5. Ортогональные матрицы

Пусть имеется евклидово n&мерное пространство En (линейное

пространство, в котором определено скалярное произведение).

Базис e
1
, e

2
, ..., en такого пространства называется ортонормирован0

ным, если базисные векторы образуют ортонормированную

систему. Система векторов является ортонормированной, если
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она ортогональна (векторы системы попарно ортогональны, т. е. их

скалярные произведения равны нулю) и норма каждого вектора рав&

на единице (норма вектора — это арифметическое значение корня

из скалярного квадрата этого вектора), т. е. имеем для данного базиса:

Матрица ортонормированной системы векторов a
1
(a

11
, a

21
, ..., an

1
),

a
2
(a

12
, a

22
,.., an

2
),..., an(a

1n, a
2n,..., ann) называется ортогональной.

Для таких ортонормированных векторов имеем:

Единичные матрицы ортогональны.

Например, ортогональными являются следующие единичные

матрицы: 

Теорема (необходимое и достаточное условие ортогональности).
Для того чтобы матрица А была ортогональной, необходимо и до&

статочно, чтобы выполнялось равенство АTА = Е (АT — транспо&

нированная матрица). Действительно, если обозначим В = АTА,

то элементы этой матрицы В будут равны:

(aik— элементы транспонированной матрицы АT). Но это означа&

ет, что В = Е или АтА = Е. И обратно, если АTА = Е, имеем равен&

ство

что означает ортогональность матрицы А.

Следствия.
1. Модуль определителя ортогональной матрицы равен единице.

2. Ортогональная матрица — невырожденная.

3. Произведение двух ортогональных матриц — ортогональная

матрица.

4. Необходимым и достаточным условием ортогональности

матрицы А является равенство АT = А–1.

1 1
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1, ,

n n

ik kj ki kj
k k

i j
a a a a

i j
•

= =

≠⎧
= = ⎨ =⎩
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5. При транспонировании ортогональной матрицы получается

ортогональная матрица.

6. Матрица, обратная ортогональной, тоже ортогональна.

Но сумма ортогональных матриц не является ортогональной

матрицей.

Теорема. Матрица перехода Т от одного ортонормированного

базиса к другому является ортогональной.

Действительно, если e
1
, e

2
, ..., en и e*

1
, e*

2
, ..., e*n — ортонормиро&

ванные базисы, то и 

(tij — элементы матрицы Т перехода от первого базиса ко второ&

му), а это означает ортогональность матрицы Т.

Ортогональное преобразование — это линейное преобразова&

ние евклидова пространства, матрица которого ортогональна в не&

котором ортонормированном базисе.

Теорема. Линейное преобразование евклидова пространства

является ортогональным тогда и только тогда, когда оно перево&

дит ортонормированный базис в ортонормированный.

Действительно, по предыдущей теореме матрица перехода от

одного ортонормированного базиса к другому является ортого&

нальной, следовательно, линейное преобразование, соответствую&

щее данной матрице, ортогонально. И обратно, если имеется ли&

нейное преобразование в некотором ортонормированном базисе с

ортогональной матрицей, то из ортогональности следует, что

где каждый из векторов второго базиса

e*
1
, e*

2
,..., e*n равен e*k = f(ek) = a

1ke
1

+ a
2ke

2
+...+ ankek (k = 1, 2, ...,

n), коэффициенты этого разложения составляют k&ый столбец

ортогональной матрицы перехода. Отсюда следует ортонормиро&

ванность базиса e*
1
, e*

2
, ..., e*n.

Известно, что ортогональное преобразование не меняет ска&

лярного произведения векторов (следует из выражения скалярно&

го произведения через координаты векторов в ортонормирован&

ном базисе), а следовательно, не меняются норма вектора и угол

между двумя векторами.

Ортогональные преобразования евклидова пространства с мат&

рицей А невырожденные, имеют обратное ортогональное преоб&

разование с матрицей, равной Ат, и их произведение тоже являет&

ся ортогональным преобразованием.
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ЧАСТЬ II
ПРИЛОЖЕНИЯ

ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ



ЛЕКЦИЯ № 6. Квадратичные формы

1. Квадратичные формы

Квадратичная форма n переменных x
1
, x

2
, ..., xn — это сумма

произведений xixj с соответствующими коэффициентами, обоз&

начается f (x
1
, x

2
, ..., xn) и равна числа aij

называются коэффициентами квадратичной формы (могут быть

и действительными, и комплексными). Матрица А, составленная

из коэффициентов aij, называется матрицей квадратичной формы,

а ее ранг — рангом квадратичной формы:

Матрица А квадратичной формы является симметрической, так

как ее элементы, симметричные относительно главной диагона&

ли, равны между собой потому, что произведение чисел xixj = xjxi,

а равенство aij = aji следует из следующих рассуждений: aijxixj +

+ ajixjxi = (aij + aji)xixj = S (aij + aji)xixj + S (aij + aji)xjxi = aij′xixj +

+ aji′xjxi, и для нее справедливо А = Ат. Всякой симметрической

матрице соответствует единственная квадратичная форма. В мат&

ричном виде квадратичная форма равна f(x
1
, x

2
, ..., xn) = ХTАТ, где

Х — матрица&столбец переменных x
1
, x

2
, ..., xn, Хт — матрица&

строка переменных x
1
, x

2
,...,xn.

Например, квадратичной форме f(x
1
, x

2
, x

3
) = x

1
2 + 2x

1
x

2
+ 4x

1
x

3
–

– 2x
2

2 + 5x
2
x

3
= 0 соответствует квадратичная матрица

1 2 4

2 2 5 .
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Канонической называется квадратичная форма, не содержа&

щая произведений различных переменных, т. е.

Например, каноническая квадратичная форма f(x
1
, x

2
, ..., xn) = 3x

1
2+

+ 2x
2

2 – 4x
3

2. Если коэффициенты канонической квадратичной

формы равны ±1, то такая форма называется нормальной, напри&

мер нормальная квадратичная форма f(x
1
, x

2
,...,xn) = x

1
2 – x

2
2 + x

3
2.

Пусть переменные x
1
, x

2
, ..., xn являются линейной комбина&

цией новых переменных у
1
, у

2
, ..., уn, т. е. имеет место равенства:

xi = bi1y1
+ b

i2
y

2
+ ... + binyn (i = 1, 2,..., n) или в матричной форме:

X = BY (X, Y — матрицы&столбцы переменных). Данное линейное

преобразование называется невырожденным, если определитель

матрицы В не равен нулю. Подставив в выражение f(x
1
, x

2
, ..., xn) =

= ХTАТ значения xi = bi1y1
+ bi2y2

+ ... + binyn, получим  новую квад&

ратичную форму g(y
1
, y

2
, ..., yn) со своей матрицей С. Следователь&

но, квадратичная форма f(x
1
, x

2
, ..., xn) перешла в квадратичную

форму g(y
1
,y

2
, ..., yn). 

Конгруэнтными называются такие две квадратичные формы,

для которых существует невырожденное линейное однородное

преобразование (Х = BY), переводящее одну форму в другую; обоз&

начается f(x
1
, x

2
, ..., xn) ~ g(y

1
, y

2
, ..., yn).

Справедливо: 

1) если f(x
1
, x

2
, ..., xn) ~ g(y

1
,y

2
, ..., yn), а g(y

1
, y

2
, ..., yn) ~ q(z

1
,

z
2
, ..., zn), то f(x

1
, x

2
, ..., x

n
) ~ q(z

1
, z

2
, ..., zn) (так как произведе&

ние невырожденных линейных преобразований — невырож&

денное); 

2) f(x
1
, x

2
, ...,xn) ~ f(x

1
, x

2
, ..., xn) (так как тождественное пре&

образование невырожденное).

Теорема: Квадратичная форма f(x
1
, x

2
, ..., xn) с матрицей А ли&

нейным однородным преобразованием X = BY переводится

в квадратичную форму g(y
1
,y

2
,...,yn), имеющую матрицу, рав&

ную С = ВTАВ. 

Данное утверждение доказывается следующими преобразова&

ниями: ХтАХ = (BY)TA(BY) = (YTBT)ABY = YT(BTAB)Y, т. е. C =

= BTAB, невырожденность следует из: CT = (BTAB)T = (BT(AB))T =
= (AB)T(BT)T = (BTAT)B = BTAB = C.

Следствия
1. Определители матриц конгруэнтных невырожденных дей&

ствительных квадратичных форм имеют одинаковые знаки.

2

1 2

1

( , , ..., ) ( ).

r

n ii i
i

f x x x a x r n
=

= ≤∑
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2. Конгруэнтные квадратичные формы имеют одинаковые

ранги.

Теорема. Любая квадратичная форма некоторым невырожден&

ным преобразованием может быть приведена к каноническому

виду (доказывается  методом математической индукции по числу

переменных).

Теорема. Любую действительную квадратичную форму линей&

ным невырожденным преобразованием можно привести к нор&

мальному виду (доказывается на основе предыдущей теоремы).

Приведение действительной квадратичной формы  к канони&

ческому виду подчиняется следующим теоремам.

Теорема. Если существует ортогональное преобразование с мат&

рицей С, приводящее действительную квадратичную форму f =

= f(x
1
, x

2
, ..., xn) к каноническому виду g(y

1
, y

2
, ..., yn) = λ

1
y

1
2 + λ

2
y

2
2 +...+

+ λnyn
2, то λi (i = 1, ..., n) — то характеристические числа матрицы

А квадратичной формы f, причем столбцами матрицы С являются

собственные векторы&столбцы матрицы А с собственными чис&

лами λi.

Теорема. Для любой действительной квадратичной формы су&

ществует ортогональное преобразование, приводящее ее к кано&

ническому виду (доказывается методом математической индук&

ции).

Теорема. Для любой действительной симметрической матри&

цы А существует такая ортогональная матрица Т, что Т–1АТ — диа&

гональная матрица.

Следствие. Любая действительная симметрическая матрица

может быть приведена к диагональному виду.

Теорема. Если линейное преобразование действительного ли&

нейного пространства имеет действительную симметрическую ма&

трицу в некотором ортонормированном базисе, то существует  орто&

нормированный базис, состоящий из собственных векторов этого

преобразования. 

2. Закон инерции квадратичных форм

Закон инерции квадратичных форм говорит о том, что квадра&

тичная форма с точностью до обозначения переменных и нумера&

ции приводится только к одному нормальному виду.

Положительным (отрицательным) индексом инерции квадратич0
ной формы называется число положительных (отрицательных) ква&
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дратов в нормальной форме. Сигнатурой квадратичной формы на&

зывается разность между положительным и отрицательным ин&

дексами инерции этой формы.

Теорема (закон инерции квадратичных форм). Число положитель&

ных и число отрицательных квадратов в нормальном виде, к кото&

рому приводится данная квадратичная форма невырожденным дей&

ствительным линейным преобразованием, не зависит от выбора

преобразования.

Доказательство от противного: пусть имеется квадратичная

форма f(x
1
, x

2
, ..., xn), которая двумя способами приведена к нор&

мальному виду. Пусть при первом способе приведения число по&

ложительных квадратов в нормальном виде равно k, при втором

способе приведения — равно m и пусть (для определенности) k < m
(не равны). Следовательно, для данной квадратичной формы f(x

1
,

x
2
, ..., xn) имеем два нормальных вида и выполняется равенство:

y
1

2 +...+ yk
2 — y 2

k+1
–...– yr

2 = z
1

2 +...+ zm
2 — z 2

m+1
–...– zr

2 (где r —

ранг квадратичной формы). Для действительных линейных невы&

рожденных преобразований в данном случае справедливо:

Предположим, что в этих равенствах переменные y
1
, y

2
, ..., yk,

zm+1
, zm+2

, ..., zr, ..., zn = 0 равны нулю, тогда приходим к однород&

ной системе (n – m + k) уравнений с n неизвестными (уравнения

с не равными нулю переменными в эту систему не включаются).

Причем количество данных уравнений будет меньше n (посколь&

ку k < m), а, следовательно, данная система имеет ненулевое ре&

шение α(α
1
, α

2
,..., αn). Подставив это решение в выражение y

1
2 +

+...+ yk
2 – y 2

k+1
– ... – yr

2 = z
1

2 +...+ zm
2 — z 2

m+1
–...– zr

2 и учитывая

равенство части переменных нулю, получаем:  –y 2
k+1

(α) –...– yr
2 (α) =

= z
1

2(α) + ... + zm
2(α). Для действительных чисел такое равенство

возможно лишь при z
1

2(α) = ... = zm
2(α) = 0. Добавив к этим равен&

ствам равенства (то, что предположили) zm+1
, zm+2

, ..., zr, ..., zn = 0,

получаем систему n линейных однородных уравнений, имеющую

ненулевое решение. По теореме Крамера определитель такой сис&

темы равен нулю, что противоречит невырожденности преобра&

зования:

Значит, предположение k < m (аналогично m < k) неверно, т. е. k =

= m. Теорема доказана.

1

( , 1, 2, ..., ).

n
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Теорема. Две действительные квадратичные формы от n пере&

менных тогда и только тогда конгруэнтны, когда они имеют оди&

наковые ранги и одинаковые сигнатуры. Действительно, перевод

одной квадратичной формы в другую невырожденным действи&

тельным линейным преобразованием не меняет ранга, а следова&

тельно и сигнатуры, иначе формы приводились бы к различным

нормальным видам, что противоречит предыдущей теореме о за&

коне инерции квадратичных форм.

3. Знакоопределенные квадратичные формы

Положительно (отрицательно) определенной квадратичной фор&

мой называется действительная квадратичная форма, если она не&

вырожденная и приводится к нормальному виду, содержащему только

положительные (отрицательные) квадраты всех переменных. Положи&

тельно и отрицательно определенные квадратичные формы называют&

ся знакоопределенными. Полуопределенными называются вырожден&

ные квадратичные формы, приводящиеся к нормальному виду из

квадратов одного знака. Если квадратичная форма приводится к нор&

мальному виду, содержащему и положительные, и отрицательные

квадраты переменных, то такая форма называется неопределенной. 

Теорема. Действительная квадратичная форма f(x
1
, x

2
,...,xn) яв&

ляется положительно определенной тогда и только тогда, когда

она принимает положительные значения при любой ненулевой

системе значений переменных x
1
, x

2
, ..., xn. Действительно, если

квадратичная форма f(x
1
, x

2
, ..., xn) является положительно опре&

деленной, то она приводится к нормальному виду преобразова&

нием 

с ненулевым определителем. Тогда для не равной нулю системы

x
1
, x

2
, ..., xn получаем не равные нулю y

1
, y

2
, ..., yn (иначе была бы

однородная система с не равным нулю определителем и ненулевым

решением, что невозможно). Следовательно, y
1

2 + y
2

2 + ... + yn
2 > 0.

И обратно, если квадратичная форма не является положительно

определенной, то ее нормальный вид может быть таким: y
1

2 + y
2

2 +

+ ... y 2
n–1

– yn
2 или y

1
2 + y

2
2 +...+ y 2

n–1
. Следовательно, не равной

нулю системе x
1
, x

2
, .., xn найдется ненулевая система y

1
, y

2
, ..., yn,

для которой нормальный вид будет  меньше или равен нулю (≤ 0).

1

( 1, ..., )

n

i ij j
j

y b x j n= =∑
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Следующая теорема позволяет по элементам матрицы квадра&

тичной формы узнать, положительно или отрицательно опреде&

ленная эта форма.

Теорема.
1. Квадратичная форма f(x

1
, x

2
, ..., xn) с действительной матри&

цей является положительно определенной тогда и только тогда,

когда все ее главные миноры положительны (главными минора&

ми матрицы называются миноры, элементы которых расположе&

ны  в левом верхнем углу этой матрицы). Доказывается методом

математической индукции.

2. Квадратичная форма является отрицательно определенной

тогда и только тогда, когда ее главные миноры четного порядка

положительны, а нечетного — отрицательны (необходимость сле&

дует из вида матрицы).

4. Упрощение уравнений второго порядка с помощью
квадратичных форм

Уравнение второго порядка в общем случае имеет вид a
11

x
2

+

+ 2a
12

xy + a
22

y
2

+ a
13

x + a
23

y + a
33

= 0. Данное уравнение соответ&

ствует фигурам второго порядка на плоскости. Выражение f(x, y) =

= a
11

x
2

+2a
12

xy + a
22

y
2

можно рассматривать как квадратичную фор&

му с матрицей . Матрица А — симметрическая. С по&

мощью ортогонального преобразования квадратичная форма

f(x, y) = a
11

x2 + 2a
12

xy + a
22

y2 приводится к каноническому виду

(λ
1
х*2 + λ

2
у*2), где λ

1
, λ

2
являются корнями (характеристическими

числами матрицы А) характеристического уравнения (a
11

– λ)(a22 –

– λ) – a2
12

= 0. Следовательно, исходное уравнение второго поряд&

ка ортогональным преобразованием приводится к следующему

виду λ
1
х*2 + λ

2
у*2 + a

13
*х* + a

23
*у* + a

33
* = 0.

Далее при выделении полных квадратов получается выраже&

ние типа λ
1
(х* – d

1
)2 + λ

2
(x* – d

2
)2 = q. 

Если ввести новые переменные X = х* – d
1
, Y = x* – d

2
(что со&

ответствует параллельному переносу осей координат) и обозна&

чить а2 = 1 / λ
1
, b2 = 1 / λ

2
, то исходное уравнение принимает вид

X2 / a2 ± Y2 / b2 = q. Знак в этом выражении совпадает со знаком

произведения λ
1
λ

2
(если произведение положительно, то берется

знак плюс; если отрицательно — знак минус), q принимает значе&

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎝ ⎠

11 12

21 22

a a
A

a a

72



ния 0, 1, –1. Получаемые при этом выражения в зависимости от

знака и величины q соответствуют различным фигурам (эллипсу,

мнимому эллипсу, точке, гиперболе, паре пересекающихся пря&

мых). 

Если произведение λ
1
λ

2
= 0 (одно из характеристических чисел

матрицы А равно нулю, оба одновременно не могут быть равны

нулю, поскольку квадратичная форма невырожденная)), то в слу&

чае a
23

* ≠ 0 и λ
1

≠ 0 исходное уравнение приводится к виду Х 2 =

=2рх (что соответствует параболе), в случае a
23

* = 0, λ
1

≠ 0 исход&

ное уравнение приводится к виду Х 2 = ± а2 или Х 2 = 0 (что соот&

ветствует паре действительных, или мнимых, или совпадающих

прямых). 

Переход уравнения фигуры второго порядка a
11

x2 + 2a
12

xy +

+ a
22

y2 + a
13

x + a
23

y + a
33

= 0 при ортогональном преобразовании

к одному из перечисленных видов (к каноническому виду) назы&

вается отнесением фигуры к главным осям, главными направления0
ми фигуры называются направления ортогональных собственных

векторов матрицы А квадратичной формы. Фигура второго по&

рядка называется центральной, если определитель матрицы А не

равен нулю, если этот определитель равен нулю, то фигура назы&

вается нецентральной.

Фигурам второго порядка в пространстве в декартовых коорди&

натах соответствует уравнение вида a
11

x2 + 2a
12

xy + a
22

y2 + a
33

z2 +

+ 2a
13

xz + 2a
23

yz + a
14

x + a
24

y + a
34

z + a
44

= 0. Здесь квадратичная

форма от трех переменных и имеет вид: a
11

x2 + 2a
12

xy + a
22

y2 +

+ a
33

z2 + 2a
13

xz + 2a
23

yz = 0, причем сумма квадратов ее коэффи&

циентов не равна нулю a
11

2 + a
12

2 + a
22

2 + a
33

2 + a
13

2 + a
23

2 ≠ 0.

Матрица квадратичной формы также симметрическая и имеет

размерность 3 × 3. Аналогичными ортогональными преобразова&

ниями пространственное уравнение приводится к каноническому

виду, который соответствует в зависимости от характеристических

чисел матрицы А различным центральным (в случае, когда опре&

делитель матрицы А не равен нулю) или нецентральным (опреде&

литель матрицы А равен нулю) пространственным фигурам.



ЛЕКЦИЯ № 7. Группы и подгруппы

1. Группы и подгруппы (определения)

Существуют различные множества, над элементами которых

определены операции сложения и умножения, обладающие свой&

ством ассоциативности, и в которых существуют нейтральные для

данных операций элементы (нуль — для сложения и единица — для

умножения), для каждого элемента существует обратный (противо&

положный) элемент (например, множество действительных чисел,

множество целых чисел, множество векторов, множество невырож&

денных квадратных матриц, множество линейных преобразований).

Такие множества называются группой. Следовательно, если некото&

рое множество G является группой, то в нем определены операции

сложения или умножения так, что при этом каждой паре элементов

соответствует элемент из этого же множества: a, b, c ∈ G, c = a × b;

эти операции ассоциативны a × (b × c) = (a × b) × c; в G имеется

нейтральный элемент e: a × e = e × a = a; для каждого элемента a
имеется обратный элемент a–1: a × a–1 = e. 

Группа G, в которой для любых a, b ∈ G выполняется условие

a × b = b × a, называется абелевой (коммутативной) группой. Если

число элементов группы конечное, то и группа называется конеч0
ной, а количество элементов называется порядком группы. Бесконеч&

ная группа имеет бесконечный порядок. Множество всех элементов

группы называется основным множеством группы. Мощностью группы
G называется число элементов группы, обозначается: |G|, |Card G|.

Если операция, определенная в группе, — сложение, то группа

называется аддитивной, нейтральный элемент — нуль. Если в груп&

пе определена операция умножения, то группа называется мульт0
ипликативной, нейтральный элемент — единица, в этой группе од&

нозначно разрешимы уравнения вида ax = b. Например, аддитивной

группой является множество целых чисел с операцией сложения, но

это множество не является мультипликативной группой, поскольку

обратные числа не являются целыми (например, 3–1 = 1/
3

— дробь).

К аддитивным группам относится также множество из одного
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элемента 0, множество векторов трехмерного пространства, мно&

жество матриц m × n. Множество действительных чисел без нуля

является мультипликативной группой, а с нулем — нет, так как

для нуля нет обратного числа. К мультипликативным группам отно&

сится также множество из одного элемента 1, множество из двух эл&

ементов 1 и –1, множество невырожденных квадратных матриц.

Пусть имеется группа G, если ее подмножество Н является

группой относительно определенной в группе G операции, то гово&

рят, что Н является подгруппой группы G. Следовательно, и в груп&

пе, и в ее подгруппе определена одна и та же операция.

Например, к аддитивным подгруппам аддитивной группы дей&

ствительных чисел относится множество целых чисел, множество

рациональных чисел. К мультипликативным подгруппам  мульт&

ипликативной группы действительных, не равных нулю чисел от&

носится множество положительных действительных чисел, множе&

ство не равных нулю рациональных чисел. К мультипликативным

подгруппам мультипликативной группы невырожденных квадрат&

ных матриц относится множество ортогональных матриц, множе&

ство диагональных матриц, множество матриц с положительным

определителем. 

Пересечение двух подгрупп некоторой группы тоже является

подгруппой этой группы. Сама группа является своей подгруппой.

Объединение двух подгрупп является подгруппой только в случае,

когда одна из этих подгрупп содержит другую. Объединение возра&

стающей цепи подгрупп (предыдущая — подгруппа последующей)

является подгруппой. Тривиальной (несобственной, порядка 1) под&

группой группы G является нейтральный элемент этой группы G,

остальные подгруппы группы G — истинные (собственные). Подгруп&

па подгруппы группы G является и подгруппой группы G. Напри&

мер, аддитивная группа целых чисел (подгруппа подгруппы) —

подгруппа группы рациональных чисел (подгруппа) — подгруппа

группы действительных чисел (группа).

Определение группы может быть дано в других терминах (с по&

мощью понятий моноида, бинарной алгебраической операции).

Пусть имеется некоторое множество Х. Бинарной алгебраической
операцией называется произвольное отображение Х × Х → Х (лю&

бой упорядоченной паре элементов множества Х ставится в соот&

ветствие однозначно определенный элемент этого же множества).

Моноидом называется множество Х с заданной на нем бинарной

ассоциативной операцией и с единичным (нейтральным) элемен&

том. Тогда группа определяется как моноид G, все элементы кото&
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рого обратимы (имеют обратные элементы в этой же группе),

и справедливо, что на множестве G определена ассоциативная

бинарная операция, существует нейтральный элемент и для каж&

дого элемента существует обратный.

Полной линейной группой является мультипликативная груп&

па невырожденных матриц порядка n (множество, рассматривае&

мое вместе с бинарной операцией, степени n). 

2. Циклические группы. Симметрические группы

Циклическая группа — это группа, образованная степенями

одного из своих элементов (порождена одним из своих элемен&

тов). Пусть G — некоторая группа, а — элемент этой группы. Если

при n ≠ m не равны степени am ≠ an, то говорят, что элемент а
группы G имеет бесконечный порядок. Если am = an при m ≠ n
(например, m > n), т. е. имеются такие m и n, что am – n = e (е —

единичный элемент), то число q, равное минимальному числу,

для которого выполняется равенство aq =e, называется конечным

порядком элемента а (или а — элемент конечного порядка q).

Если группа G — конечная, то все ее элементы имеют конечный

порядок. 

Простейшей аддитивной циклической группой является мно&

жество целых чисел, порожденное единицей (порождено одним

своим элементом — 1, каждое число представимо в виде суммы

единиц, например 2 = 1 + 1, 3 = (1 + 1) + 1 и т. д.). Данная груп&

па — бесконечная.

Примером циклической группы порядка n является множест&

во поворотов правильного n&угольника на плоскости вокруг его

центра О (каждый поворот совмещает многоугольник сам с со&

бой). Каждый поворот, при котором многоугольник совмещается

сам с собой, происходит на угол, равный 2π/n. Следовательно,  ϕn&1
=

= 2π(n – 1) / n, здесь ϕ0 = 0. Данная группа будет являться мульти&

пликативной, если под умножением понимать последовательное

выполнение поворотов одного за другим. Определенное так умно&

жение подчиняется ассоциативному закону, коммутативно, единич&

ным элементом является поворот на 0
о
, обратный элемент — по&

ворот в обратную сторону. Для правильного треугольника

порядок такой группы поворотов равен 3, для квадрата он равен 4.

Справедливо утверждение: перестановочные элементы а, b прои&

звольной группы G, имеющие взаимно&простые порядки s и t, по&

рождают в группе G циклическую подгруппу порядка st.
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Симметрической группой называется множество взаимноод&

нозначных отображений множества Х → Х (преобразований мно&

жества Х). Если Х — конечное множества из n элементов, то данная

симметрическая группа будет иметь порядок, равный n, а взаимно&

однозначные отображения называются подстановками (иногда на&

зывают перестановками). Например, элементами множества Х яв&

ляются числа 1, 2, 3, 4, 5, оно отображается в множество 3, 5, 1, 2,

4. Обозначается данная подстановка (перестановка) следующим

образом:

или в общем виде:

где а
1
, а

2
, а

3
, а

4
, а

5
— записанные в произвольном порядке числа

1, 2, 3, 4, 5.

Порядок записи столбцов не играет роли, т. е. две подстанов&

ки, отличающиеся порядком записи столбцов, считаются рав&

ными:

Подстановка, в которой каждый элемент соответствует сам себе, 

называется тождественной, например:

Умножение подстановок определяется как последовательное их

выполнения, начиная с правого сомножителя, например:

Определенное так умножение некоммутативно, т. е. если А и В —
две подстановки, то АВ ≠ ВА. Роль единицы играет тождествен&

ная подстановка. Обратная подстановка получается при перемене

строк местами:

1

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5
.

1 2 3 4 5

a a a a a

a a a a a

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
.

5 3 1 2 4 2 3 4 5 1 3 1 2 4 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 3 4 5
.

1 2 3 4 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

1 2 3 4 5 2 3 4 1 5
.

4 1 5 2 3 1 5 2 4 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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Число подстановок для множества Х из n элементов равно n!, т. е.

порядок группы подстановок равен n!.

3. Морфизмы групп

Группы G1 и G2 называются изоморфными, если между их элемен&

тами можно установить взаимно однозначное соответствие, сох&

раняющее групповую операцию, т. е. если

Для мультипликативных групп данное соответствие рассматри&

вается как взаимно&однозначное отображение одной первой груп&

пы на вторую. Абстрактной группой называется множество групп,

изоморфных данной.

Пусть имеется правильный треугольник. Сам в себя он перево&

дится не только поворотом вокруг центра, но и поворотами вокруг

осей симметрии, которыми являются медианы (биссектрисы, высо&

ты) этого правильного треугольника. Следовательно, имеется шесть

преобразований (перестановок вершин треугольника). Симметри&

ческая группа подстановок (перестановок) из трех элементов

и группа симметрий (преобразований) правильного треугольни&

ка изоморфны, с точки зрения теории групп они не различаются

между собой. Операции в изоморфных группах могут называться

по&разному. Циклическая группа порядка n изоморфна группе вра&

щений правильного n&угольника, бесконечная циклическая груп&

па изоморфна аддитивной группе целых чисел.

Простейшие свойства изоморфизма: если f — отображение

группы G
1

в группу G
2
, то при изоморфизме: 

1) единица переходит в единицу; 

2) f(a–1) = f(a)–1; 

3) обратное отображение f –1 группы G
2

в G
1

тоже является

изоморфным;

4) все циклические группы одного и того же порядка (в том

числе и бесконечного) изоморфны;

5) любая конечная группа порядка n изоморфна некоторой

подгруппе симметрической группы порядка n (теорема Кэли).

Автоморфизмом группы G называется изоморфное отображе&

ние этой группы самой на себя: G → G.

Гомоморфизмом (эндоморфизмом) называется изоморфное отоб&

ражение, не обладающее свойством биективности (взаимной од&

нозначности). Например, аддитивная группа целых чисел гомо&

1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2
, , , и , , то .x y G x y G x x y y x y x y∈ ∈ ↔ ↔ × ↔ ×
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морфно отображается на конечную циклическую группу, образо&

ванную элементом g, порядка q при отображении n → gn; полная

линейная группа вещественных матриц А с отличным от нуля

определителем гомоморфно отображается на мультипликативную

группу не равных нулю вещественных чисел при равенстве f = det

A. Иначе определение гомоморфизма можно сформулировать

следующим образом: если G
1

и G
2

— группы и f : G
1

→ G
2

— такое ото&

бражение, при котором для любых элементов x, y группы G f(xy) =

= f(x)f(y), то f называется гомоморфным отображением (или го&

моморфизмом) группы G
1

в группу G
2
. Изоморфизм является част&

ным случаем гомоморфизма. Каждая группа гомоморфна самой се&

бе, гомоморфна единичной группе. Гомоморфизм сохраняет

групповую операцию, нейтральный и обратный элементы. Ядром го0
моморфизма f называется множество Ker f = {g G

1
| f(g) = e* — единица

группы G
2
} (иначе, ядро гомоморфизма — это полный прообраз

единичной подгруппы при гомоморфизме).

4. Разложение группы по подгруппе

Пусть даны некоторая группа G (элемент x ∈ G) и ее подгруп&

па H (элемент h ∈ H). Множество элементов х × h при фиксиро&

ванном х называется левым смежным классом группы G по подгруп&

пе Н, порожденной элементом х, обозначается х × Н; множество

Н×х элементов h×х называется правым смежным классом группы G
по подгруппе Н, порожденным элементом х. Сам элемент х при&

надлежит смежному классу, поскольку х × е = х, где е — ней&

тральный элемент подгруппы Н. Всякий смежный класс порож&

дается любым своим элементом, т. е. если у содержится в левом

смежном классе, то справедливо: у × Н = х×Н. Два любых смеж&

ных класса одной группы по одной и той же подгруппе либо сов&

падают, либо не пересекаются (не имеют ни одного общего

элемента). Следовательно, группа распадается на непересекаю&

щиеся левые (или правые) смежные группы по одной и той же

подгруппе Н. Иначе говоря, имеется левостороннее (или право&

стороннее) разложение группы G по подгруппе Н, причем сама

подгруппа Н является одним из смежных классов разложения.

Для абелевой группы левостороннее разложение совпадает с пра&

восторонним разложением.

Теорема Лагранжа. Порядок подгруппы конечной группы яв&

ляется делителем порядка группы.

79



Действительно, если n — порядок группы G, k — порядок ее

подгруппы H, m — количество левых смежных классов разложе&

ния группы по подгруппе Н, то каждый смежный класс состоит из

k элементов, тогда количество элементов группы равно n = km,

следовательно, n делится на k. Число m называется индексом под0
группы H в группе G.

Следствия.
1. Порядок любого элемента конечной группы будет делите&

лем порядка группы.

2. Всякая конечная группа, порядок которой есть простое чис&

ло, является циклической.

Если правостороннее разложение группы G по подгруппе Н
совпадает с левосторонним, то подгруппа Н называется нормаль0
ным делителем (инвариантной подгруппой, нормальной подгруп&

пой) группы G. Нормальными делителями являются  единичная

подгруппа группы G и сама группа G, любая подгруппа коммута&

тивной группы — нормальный делитель. В группе невырожден&

ных квадратных матриц нормальным делителем является под&

группа матриц, определитель которых равен единице. Подгруппа

Н является нормальным делителем группы G, если для всех x ∈ G
справедливо равенство: х × Н = Н × х.

Два элемента a, b ∈ G называются сопряженными, если в груп&

пе G найдется хотя бы один такой элемент х, что выполняется ра&

венство: b = х–1ах (элемент b получатся из элемента а транспони&

рованием с помощью элемента х).

Теорема. Подгруппа Н группы G тогда и только тогда будет

нормальным делителем группы G, если вместе с любым своим элемен&

том h она содержит все элементы, сопряженные с ним в груп&

пе G.

Теорема. Пересечение двух нормальных делителей группы G яв&

ляется нормальным делителем этой группы.

Фактор0группой группы G по нормальному делителю H назы&

вается группа всех смежных классов группы G по подгруппе H.

Теорема о гомоморфизмах. Каждая группа гомоморфна любой

своей фактор&группе. Обратно, если группа G гомоморфна груп&

пе G*, то G* изоморфна фактор&группе G по некоторому нормаль&

ному делителю H.



ЛЕКЦИЯ № 8. Кольца и поля

1. Кольца

Кольцом называется абелева группа, в которой определено умно&

жение, связанное со сложением дистрибутивными законами ум&

ножение дистрибутивно по сложению): (a + b)c = ac + bc, a(b +
+ c) = ab + ac. Если К — кольцо, т. е. непустое множество с задан&

ными на нем бинарными операциями сложения и умножения, то

оно обозначается (К+). Например, кольцами является множество

целых чисел, множество действительных квадратных матриц,

множество трехмерных векторов. 

Структура (К+) называется аддитивной группой, (К) — мульт0
ипликативной полугруппой (мультипликативным группоидом). Еди&

ничный элемент обычно обозначается единицей. Одноэлемент&

ное кольцо называется нулевым.

Подмножество S кольца К называется подкольцом, если 0 ∈ S
и а + b, –a, ab ∈ S всякий раз, когда а, b ∈ S. Например, множе&

ство всех четных чисел является подкольцом кольца целых чисел.

Тривиальными подкольцами являются одноэлементное множест&

во и само кольцо К. Каждое подкольцо является кольцом относи&

тельно заданных в кольце К операций. Пересечение любого се&

мейства подколец в К также является подкольцом. Наименьшее

подкольцо, содержащее множество Х, являющееся подмножест&

вом К, совпадает с множеством всех сумм всевозможных произве&

дений элементов из Х. В этом случае говорят, что оно порождает&

ся множеством Х.

Кольцо К называется ассоциативным, если для любых а, b, с ∈ K
справедливо (a × b)c = a(b × c), если имеет место равенство ab = ba,

то кольцо называется коммутативным. Если выполняются оба ра&

венства, то кольцо называется ассоциативно0коммутативным. Левой
(правой) единицей кольца К называется такой элемент е, для которо&

го е × а = а(а × е = а). Если элемент е является одновременно и ле&

вой, и правой единицей, т. е. е × а = а × е = а, то он называется

просто единицей. Единица в кольце только одна. В нулевом коль&
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це единица совпадает с нулем. Для элементов коммутативного

кольца справедлива биноминальная формула (бином Ньютона).

Линейной алгеброй (алгеброй) называется кольцо К над ассо&

циативно&коммутативным кольцом Ф с единицей, если для лю&

бых а, b ∈ K и λ ∈ Ф выполняется равенство (λаb) = (λa)b = a(λb).

В случае, когда Ф является полем, К будет линейным простран&

ством над этим полем. Любое кольцо является алгеброй над коль&

цом целых чисел. Алгебраическим называется такой элемент а ли&

нейной алгебры над полем, для которого выполняется равенство

f(а) = 0, где f(х) — ненулевой многочлен над тем же полем.

Определения морфизмов для колец аналогично определению

для групп. Отображение ϕ кольца К в кольцо S называется гомо0
морфизмом, если выполняются равенства ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b)

и ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) для любых а, b, с ∈ K. Изоморфизмом назы&

вается взаимно&однозначный гомоморфизм. Два кольца называ&

ются изоморфными, если отображения одного в другое и наобо&

рот изоморфные. Эндоморфизмом называется гомоморфизм

кольца в себя, изоморфизм кольца на себя называется автомор0
физмом. Ядром гомоморфизма ϕϕ называется множество Rer ϕ = {a ∈
∈ K | ϕ(a) = = 0*}. Ядро является подкольцом в К.

Подмножество Р кольца К называется двусторонним идеалом

(идеалом), если 0 ∈ Р, а принадлежность элементов a, b ∈ Р вле&

чет принадлежность (a – b) ∈ P и принадлежность ar, ra ∈ P для

любых r ∈ К. Идеал кольца является его подкольцом и является

идеалом для любого подкольца данного кольца.

Характеристикой кольца К называется натуральное число n, для

которого na = 0 при любых a ∈ K и kb ≠ 0 0 ≠ b ∈ К, 0 ≠ k ∈ Z
и k < n. В случае, когда na ≠ 0 при любых 0 ≠ a ∈ К и 0 ≠ n ∈ Z,

характеристика кольца равна нулю (Z — множество целых чисел).

Пусть имеется множество целых чисел Z. Два целых числа n
1
,

n
2

называются сравнимыми по модулю m (m ∈ N), если при де&

лении на m (модуль сравнения) получаются одинаковые остатки.

По этому принципу множество Z разбивается на смежные клас&

сы — классы вычетов по модулю m. Множество классов вычетов

будет являться коммутативным кольцом с единицей.

Пусть имеется некоторое кольцо К, a, b ∈ K. Если при отлич&

ных от нуля a и b их произведение равно нулю ab = 0, то a назы&

вается левым, b — правым делителем нуля, нуль в кольце — тривиаль&

ным делителем нуля. Если в кольце имеется только тривиальный

делитель нуля, то кольцо называется кольцом без делителей нуля.
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Целостным кольцом называется коммутативное кольцо с едини&

цей без делителей нуля. Элемент а кольца К называется обрати0
мым (делителем единицы), если  в кольце существует элемент а–1,

для которого аа–1 = а–1а = 1. Обратимый элемент не является де&

лителем нуля. 

Справедливы следующие утверждения.
1. Нетривиальное коммутативное кольцо К с единицей яв&

ляется целостным тогда и только тогда, когда при а ≠ 0 из ра&

венства ab = ac следует равенство b =c (a, b, c ∈ K). 

2. Все обратимые элементы кольца К с единицей составляют

группу по умножению (мультипликативную).

2. Поле. Модуль

Полем называется коммутативное кольцо с единицей 1 ≠ 0,

в котором каждый элемент обратим. Это своеобразный гибрид

аддитивной и мультипликативной групп, подчиненный дистрибу&

тивному закону. Определение поля можно дать и в других терми&

нах: поле — это коммутативное тело (тело — это коммутативное

кольцо с единицей, в котором каждый ненулевой элемент обра&

тим). Например, полем являются множества рациональных чи&

сел, вещественных чисел. Если a, b ∈ П (П — поле), то произве&

дение ab–1 записывается в виде дроби a/b (b не равно нулю), и для

этого произведения (дроби) справедливы все школьные правила

действий с дробями, подчиняющиеся аксиомам поля.

Подполе поля П — это подкольцо в П, само являющееся полем.

Например, рациональные числа — подполе вещественных чисел.

Нуль и единица поля являются нулем и  единицей в подполе.

Поля являются изоморфными, если они изоморфны как коль&

ца. Если поле не обладает никаким собственным подполем, то

оно называется простым полем.

Теорема. Кольцо классов вычетов по модулю m является полем

тогда и только тогда, когда модуль сравнения m — простое число.

Следствие (малая теорема Ферма). Для любого целого числа m,

не делящегося на простое число р, имеет место сравнение mp–1 ≡
≡ 1 (mod p).

Теорема. В каждом поле П содержится одно и только одно про&

стое подполе, которое изоморфно либо множеству рациональных

чисел, либо множеству всех целых чисел.
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Поле П имеет характеристику нуль, если его простое подпо&

ле изоморфно множеству рациональных чисел; поле П имеет

простую (конечную) характеристику р, если его простое подполе

изоморфно множеству целых чисел, состоящему из р элементов. 

Пусть К (х, у — его элементы) — ассоциативное кольцо с еди&

ницей, V (v, u — ее элементы) — абелева группа. Если задано отоб&

ражение из K × V в V (x,v) → xv, удовлетворяющее условиям: x(u +
+ v) = xu + xv, (x + y)v = xv + yv, (xy)v = x(yv), 1v = v (условие уни&

тарности), то V называется левым К0модулем (правый К&модуль

определяется аналогично). Подмодулем U К&модуля V называется

подгруппа U группы V, если xu ∈ U для всех x ∈ K, u ∈ U. Гомо&

морфизмом К&модулей U и V называется такое отображение ϕ:

U → V, что ϕ(u
1

+ u
2
) = ϕ(u

1
) + ϕ(u

2
), ϕ(xu

1
) = xϕ(u

1
)  (u

1
,u

2
∈ U ,

x ∈ K). Ядро данного гомоморфизма является подмодулем.



ЛЕКЦИЯ № 9. Функции от матриц.
Жордановы цепочки

1. Аннулирующие многочлены

Пусть имеется множество многочленов от одной переменной.

Оно образует линейное пространство (комплексное или действи&

тельное в зависимости от коэффициентов многочленов) по отно&

шению к операциям сложения и умножения на число с тождествен&

но равным нулю (все коэффициенты равны нулю) многочленом

в качестве нулевого элемента, в нем определена операция умноже&

ния многочленов. Пусть p и q — два многочлена этого множества.

Многочлен h будет называться частным от деления многочлена q на

p, а многочлен r степени меньшей степени многочлена р — остатком
от деления, если выполняется равенство q = ph + r.

Справедливо утверждение: каждый многочлен можно разде&

лить с остатком на любой ненулевой многочлен, причем частное

и остаток однозначно определены (данное утверждение доказы&

вается алгоритмом деления с остатком).

Теорема Безу. Многочлен р делится на двучлен х – μ тогда

и только тогда, когда р(μ) = 0. Действительно, поскольку двучлен

х – μ имеет степень, равную единице, то остаток r от деления бу&

дет иметь нулевую степень, т. е. будет постоянной. Тогда имеет

место равенство р = h(x – μ) + r, подставляя в него вместо х μ, по&

лучаем r = p(μ), и тогда р(μ) = 0.

Понятия наибольшего общего делителя (НОД) и наименьше&

го общего кратного (НОК) для многочленов аналогичны этим по&

нятиям для чисел.

Теорема. Для того чтобы комплексные многочлены р
1
, …, рn не

были взаимно просты, необходимо и достаточно, чтобы они име&

ли общий корень (два многочлена являются взаимно простыми,

если их наибольший общий делитель равен нулю). Действитель&

но, достаточность следует из теоремы Безу. А если многочлены

имеют общий делитель d, степень которого не равна нулю, то

каждый из многочленов может быть представлен в виде pi = hid
(hi — многочлен); делитель d как многочлен ненулевой степени
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имеет хотя бы один корень μ. Тогда: pi (μ) = hi(μ)d(μ) = 0, значит,

μ — общий корень.

Теорема. Пусть р
1
, …, рn — многочлены, среди которых имеет&

ся не равный нулю многочлен, d — НОД. Тогда найдутся такие

многочлены u
1
, ..., un, что d = u

1
p

1
+...+ unpn. Действительно, пусть

d = u
1
p

1
+ ... + unpn — ненулевой многочлен минимальной степе&

ни в множестве многочленов вида f
1
p

1
+...+ fnpn (в нем определе&

ны операции сложения и умножения многочленов). Тогда имеет

место равенство q = hd + r, где q и h принадлежат рассматривае&

мому множеству многочленов, а r тоже принадлежит этому мно&

жеству и имеет степень, меньшую степени многочлена d, что про&

тиворечит условию теоремы.

Следствие. Многочлены р
1
, …, рn взаимно&просты тогда и только

тогда, когда найдутся такие многочлены u
1
, ..., un, что u

1
p

1
+...+  unpn = 1.

Теорема. Общее кратное q многочленов р
1
, …, рn является их

наименьшим общим кратным (НОК) тогда и только тогда, когда

частные от деления q на эти многочлены взаимно&просты. 

В качестве переменой в многочлене можно брать линейные

преобразования. В множестве линейных преобразований (n&мер&

ное линейное пространство) определены операции сложения,

умножения, а нулевой степенью является тождественное преобра&

зование Е пространства. Тогда многочлен р от линейного преобра&

зования А сам является линейным преобразованием и имеет вид:

р(А) = а
0
Е + а

1
А + … + аmAm. Если А является матрицей некоторо&

го линейного преобразования ϕ, то преобразование р(ϕ) имеет

матрицу вида р(А) = а
0
Е + а

1
А +…+ аmAm (т. е. в данном случае А

— матрица преобразования, Е — единичная матрица). Это ма&

тричный многочлен.

Аннулирующим преобразование А многочленом (аннулирующим

многочленом) называется ненулевой многочлен р в случае, если

р(А) = О (здесь О — нулевое преобразование линейного простран&

ства, которое любому вектору сопоставляет нулевой вектор; оно

имеет нулевую матрицу). Для аннулирующего многочлена мат&

ричный многочлен равен нулю. В множестве Р аннулирующих

некоторое преобразование А многочленов справедливы свойства:

если g, h ∈ P, то g + h ∈ P; если g ∈ P, то gh ∈ P для любого мно&

гочлена h.

Теорема. Для каждого линейного преобразования существует

аннулирующие его многочлен.

86



Теорема. Среди многочленов, аннулирующих некоторое пре&

образование, существует многочлен минимальной степени, кото&

рый является делителем всех аннулирующих многочленов и опре&

делен с точностью до числового множителя (если старший

коэффициент такого многочлена равен единице, то он называет&

ся минимальным многочленом этого преобразования).

Если минимальный многочлен некоторого линейного преобразо&

вания имеет вид tm, то это преобразование называется нильпотент0
ным, а число m — показателем нильпотентности. Все собственные зна&

чения нильпотентного преобразования равны нулю; все собственные

векторы вместе с нулевым составляют ядро преобразования (ядро

преобразования можно определить как множество векторов, перево&

димых данным преобразованием в нулевой вектор). Показатель

нильпотентности не превосходит размерности пространства.

2. Корневые подпространства

Пусть имеется комплексное линейное пространство, а линей&

ное преобразование имеет минимальный многочлен вида:

где λ
1
, ..., λn — попарно различные корни этого многочлена крат&

ности k
1
, ..., kn соответственно, причем сумма (k

1
+...+kn) равна

степени минимального многочлена линейного преобразования.

Корневыми подпространствами Кi преобразования А называются

подпространства, являющиеся ядрами ,

где λi, ki соответствуют виду минимального многочлена.

Справедливо утверждение: корневые подпространства неко&

торого преобразование инвариантны относительно этого преоб&

разования.

Сумма подпространств L
1
, ..., Ln называется прямой суммой,

если Размерность прямой суммы равна 

сумме размерностей слагаемых.

Блочно0диагональным (клеточно0диагональным) видом назы&

вается следующий вид матрицы А:

1

2

0

,

0 n

A

A
A

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

%

0, 1, ..., .k i
i k

L L k n
≠

∩ = =∑

( ) , 1, ...,ik
iKer FA E i nλ− =

1

1
( ) ( ) ( ) ,nkk

np t t tλ λ= − ⋅⋅ ⋅ −
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где А
1
, …, Аn — квадратные матрицы (матрицы ограничения преоб&

разования), имеющих порядок соответственно m
1
, ..., mn. Блочно&

диагональная матрица обозначается diag(A
1
, ..., An). Детерминант

(определитель) такой матрицы равен произведению определителей

квадратных матриц.

Характеристический многочлен преобразования с матрицей

А равен произведению характеристических многочленов его огра&

ничений где Emi — единич&

ная матрицы порядка mi.
Справедливы утверждения.

1. Множество корней минимального многочлена некоторого

преобразования совпадает с множеством корней его характе&

ристического многочлена. Кратности корней в характеристиче&

ском многочлене равны размерностям корневых подпространств.

2. Показатель нильпотентности преобразования в точности

равен кратности соответствующего корня в минимальном мно&

гочлене.

Теорема Гамильтона — Кэли: Характеристический многочлен

преобразования является его аннулирующим многочленом. Или

в матричной формулировке. Каждая матрица удовлетворяет свое&

му характеристическому уравнению (данное утверждение не за&

висит от выбора базиса).

3. Жордановы цепочки. Теорема Жордана.
Жорданова матрица

Пусть имеется m&мерное пространство К, В — нильпотентное

преобразование этого пространства с показателем нильпотентно&

сти k. Пусть для некоторого вектора х Вh(x) ≠ 0, Bh+1(x) = 0.

Если векторы е
1
, ..., eh вместе с собственным вектором e0 удов&

летворяют следующим условиям: B(e1) = e0, B(e2) = e1, ..., B(eh) =

= eh–1, то они называются соответственно первым, вторым и так

далее присоединенными к е0 векторами, и векторы е0, е1, ..., eh об&

разуют жорданову цепочку с началом в е0.

Теорема. Вектор е0 имеет ровно h присоединенных векторов

(начало цепочки) тогда и только тогда, когда 

(Im B — образ отображения (преобразования)). Дей&

ствительно, если вектор е0 принадлежит ядру Ker B, то он соб&

0 1
Im

he B +∉
0

Im ,
he B KerB∩∈

1

( ) det( ) det( ),
i

n

i m
i

q A E A Eλ λ λ
=

= − = −∏
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ственный; а если он принадлежит множеству Im Bh, то найдется

вектор х, для которого е0 = Bh(x). А поскольку е0 ≠ Bh+1(x), то це&

почки большей длины нет.

Теорема. Система из собственных и присоединенных  ним векто&

ров линейно независима, если входящие в нее собственные векторы

линейно независимы (доказывается методом математической ин&

дукции по числу векторов). Следовательно, при добавлении к каж&

дому вектору базиса присоединенных к нему векторов получается

система линейно независимых векторов в случае линейной незави&

симости собственных векторов.

Теорема. Каждый вектор пространства расклады&

вается в линейную комбинацию векторов системы из собственных

и присоединенных к ним векторов.

Жордановым базисом пространства для некоторого преобразо&

вания называется объединение жордановых базисов корневых

подпространств этого пространства, построенных для преобразо&

ваний этих подпространств.

Жордановой клеткой с собственным значением λi называется

матрица вида:

она имеет единственное характеристическое число λi. Минималь&

ный многочлен жордановой клетки имеет вид (t – λi)m, где m —

порядок клетки. Диагональная матрица, элементами диагонали

которой являются жордановы клетки, называется жордановой мат0
рицей. Определение жордановой матрицы называется приведе&

нием матрицы к жордановой нормальной форме.

Справедливо утверждение. Максимальный порядок клетки

с собственным значением λi равен кратности корня λi в мини&

мальном многочлене.

Преобразованием простой структуры (преобразование с простым

спектром) называется линейное преобразование, минимальный

многочлен которого не имеет кратных корней.

Линейное преобразование имеет в некотором базисе диаго&

нальную матрицу тогда и только тогда, когда оно является преоб&

разованием простой структуры.

1 0
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1

0

i
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i
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Матрица преобразования А в его жордановом базисе (жорда&

нова матрица) есть клеточно&диагональная матрица, диагональ&

ными летками которой являются жордановы клетки порядков,

равных размерностям циклических подпространств, на которые

распадаются все корневые подпространства, с собственными зна&

чениями, равными соответствующим корням минимального мно&

гочлена этого преобразования. 

Теорема Жордана. Для каждого преобразования комплексного

линейного пространства существует базис, в котором его матрица

имеет жорданову нормальную форму. При этом жорданова нор&

мальная форма матрицы однозначно определена по преобразова&

нию с точностью до порядка, в котором расположены диагональ&

ные клетки.

Следствие. Каждая матрица подобна некоторой жордановой

матрице. Для подобия двух матриц необходимо и достаточно,

чтобы соответствующие жордановы матрицы совпадали с точно&

стью до порядка следования клеток (матрицы А
1

и А
2

называются

подобными, если существует такая невырожденная матрица В, что

справедливо равенство А
1

= В –1А
2
В).

Каждое линейное преобразование комплексного линейного прост&

ранства представимо как сумма преобразования простой структуры

и нильпотентного преобразования, которые коммутируют между со&

бой. Для нильпотентной матрицы жорданова нормальная форма

существует.

Пусть линейное преобразование задано матрицей А. Чтобы

построить ее жорданов базис, надо найти корни характеристиче&

ского многочлена матрицы А и их кратности (число жордановых

клеток определенного порядка, соответствующих определенному

собственному значению). Пусть λ* — корень кратности m. Если

ранг матрицы (А – λ × Е) больше разности n – m, то найдем k —

кратность корня λ* в минимальном многочлене. При этом k будет

выполняться равенство (А – λ × Е) = n – m. Далее рассматри&

ваются столбцы базисного минора матрицы (А – λ × Е)к–1 и стро&

ятся собственные векторы, пока общая длина всех цепочек не станет

равной m. Присоединенные векторы определяются при решении

линейных систем вида (А – λ × Е)еi = ei–1. Как только будут опреде&

лены длины всех цепочек, соответствующих каждому корню ха&

рактеристического многочлена, определяется жорданова форма

матрицы. 
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Например, для матрицы

одним их корней характеристического многочлена (λ –1)2(λ–2)2

является 1 (λ = 1). Составляем для него матрицу вида А –λЕ: 

ее ранг равен 3. При возведении в квадрат получается матрица 

с рангом, равным 2, значит, кратность рассматриваемого корня

в минимальном многочлене равна 2. Собственные векторы опре&

деляются при решении системы

Решение — столбец

Присоединенный вектор определяется при решении системы

1

2

3

4

2 1 0 1 1

1 0 0 1 1
.

0 0 1 1 1

0 0 1 1 1

x

x

x

x

− − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟× =

− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1

1
.

1

1
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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x
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⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

3 2 1 0
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Одно из решений — столбец

4. Функции от матриц

Понятие функции от матрицы вводится в соответствии с об&

щим определением функции, то есть функция от матрицы опре&

деляется как отображение, ставящее в соответствие каждой мат&

рице определенного множества матриц единственный элемент

некоторого другого множества, элементами которого также могут

являться матрицы.

Пусть А — квадратная матрица порядка n c элементами aij, {ak} —

последовательность комплексных чисел. Тогда степенным рядом
относительно матрицы А называется сумма

Частичными суммами данного степенного ряда называются ко&

нечные суммы вида Матричная норма — это число

Степенной ряд относительно матрицы А называется сходящимся
к матрице F, если к ней сходится по норме последовательность

частичных сумм, т. е если для любого положительного числа ε > 0

найдется такой номер N
0
, что для всех N > N

0
выполняется нера&

венство:

В случае сходимости матрица F называется суммой ряда, и

Пусть К
1

и К
2

— множества комплексных квадратных матриц

порядка n. Функция f на множестве К
1

со значениями в множест&

ве К
2

называется регулярной, если существует степенной ряд, схо&

дящийся на К
1
, такой, что для каждой матрицы А из множества К

1

0

.
k

k
k
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справедливо равенство где А
0

— фикси&

рованная матрица. Регулярная функция f обла&

дает следующим свойством: для любой невырожденной матрицы

S выполняется равенство:

Данное свойство позволяет упростить исследование матричных

степенных рядов благодаря замене функции от матрицы на мат&

рицу вида S–1AS.

Справедливы следующие утверждения.

1. Пусть А — клеточно&диагональная матрица А = diag(A
1
, ..., As).

Тогда для любой регулярной функции f, определенной на матри&

це A, выполняется равенство: f(А) = diag(f(A
1
), ...,  f(As)). Действи&

тельно, ведь при возведении в степень клеточно&диагональной

матрицы получается опять клеточно&диагональная матрица, по

диагонали которой стоят степени диагональных клеток исходной

матрицы.

2. Регулярная функция f определена на матрице А линейного

преобразования тогда и только тогда, когда она определена на мат&

рицах Аi ограничений линейного преобразования на его корневых

подпространствах. Причем f(A) = S diag(f(A
1
), ..., f(As))S–1, где S —

матрица перехода к базису, являющемуся объединением базисов

корневых подпространств этого линейного преобразования.

Теорема. Для того чтобы регулярная функция f, задаваемая ска&

лярным степенным рядом от комплексной переменной

была определена на матрице А, достаточно, чтобы корни характе&

ристического многочлена матрицы А лежали внутри круга сходи&

мости данного ряда. Необходимым условием является принад&

лежность этих корней замыканию круга сходимости. При этом

если S — матрица перехода к базису, который расположен в кор&

невых подпространствах преобразования, соответствующего мат&

рице А, и А = S diag(A
1
, ..., As)S–1, то
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(понятие круга сходимости и его замыкания аналогично этим по&

нятиям в математическом анализе).

Значениями функции f на спектре матрицы А называется сово&

купность f(λi), f′(λi), ..., f(ki – 1) (λi) (i = 1, 2, .., s), где λi — это корни

минимального многочлена матрицы А кратности ki.

Если корни минимального многочлена матрицы А лежат внут&

ри круга сходимости скалярного ряда, определяющего функцию

f, то значение этой функции на матрице А однозначно определе&

но значениями функции на спектре матрицы А (следует из предыду&

щей теоремы).

Для регулярной функции f корни характеристического мно&

гочлена матрицы f(A) равны f(λ
1
), ..., f(λn), где λ

1
,..., λn — корни ха&

рактеристического многочлена матрицы А.

5. Матричные функции скалярного аргумента

Пусть R — множество вещественных чисел t (t ∈ R). На нем за&

дана матричная функция F, которая каждому числу множества ста&

вит в соответствие матрицу F(t) размером m × n, т. е. с каждым ска&

лярным аргументом t сопоставляются отдельные элементы матрицы

F(t) (задается mn числовых функций на множестве вещественных

чисел, называемых элементами функции F). Такие понятия, как не&

прерывность, дифференцируемость матричной функции, вводятся

посредством определений для их элементов.

Матричная функция считается непрерывной (дифференцируе&

мой), если все ее элементы непрерывны (дифференцируемы). Про&

изводная матричной функции равна:

Для дифференциала матричной функции справедливы следую&

щие свойства: постоянный множитель выносится за знак диффе&

ренциала:
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Считается, что матричная функция скалярного аргумента раз&

ложена в степенной ряд, если в ряды разложены все ее элементы.

Частичные суммы равны:

Степенной ряд матричной функции скалярного аргумента:

Матричный ряд сходится, если сходятся все ряды для элементов

функции. Функции&столбцы высоты n от скалярного аргумента

образуют бесконечномерное вещественное линейное простран&

ство R n
t.
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ЛЕКЦИЯ № 10. Норма

1. Нормированные пространства. Норма

Сравнение элементов какого&нибудь линейного пространства

осуществляется с помощью нормы. Линейное пространство, в ко&

тором задана норма, называется нормированным линейным прост&

ранством. Понятие нормы вводится следующим образом: функ&

ция f, сопоставляющая с каждым вектором вещественного или

комплексного линейного пространства некоторое вещественное

число, называется нормой, а ее значения на векторе х называются

нормой этого вектора и обозначаются ||x||, если для любых векторов

х и у и произвольного числа α выполнены следующие условия: 

1) f (x) > 0 для всех не равных нулю x ≠ 0;

2) свойство положительной однородности: f(αx) = |α|f(x),

и отсюда f(0) = 0;

3) свойство выпуклости: f(x + y) ≤ f(x) + f(y);

4) f(x – y) ≥ |f(x) – f(y)|.

Расстояние между двумя векторами в нормированном прост&

ранстве — это норма разности этих векторов. Для евклидова про&

странства определенное так расстояние совпадает с обычным (из&

вестным со школы) понятием расстояния. 

E0окрестностью некоторого вектора а называется множество

векторов нормированного пространства, расстояние от которых

до вектора а не превышает заданного числа ε.

В одном и том же нормированном линейном пространстве мо&

гут быть определены разные нормы. Например, в n&мерном ариф&

метическом пространстве для вектора или столбца Х(х
1
, …, хn) мо&

гут применяться следующие нормы: октаэдрическая норма

евклидова (для комплексного пространства унитар&

ная) норма норма Гельдера

кубическая норма Для произвольных линейных прост&

ранств используются такие же нормы при фиксированном базисе.
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Существуют различные линейные преобразования, которые сох&

раняют норму, т. е. |A(x)|| = ||x|| (например, ортогональные преоб&

разования в евклидовом пространстве).

Единичная сфера нормированного пространства — это множест&

во векторов, имеющих единичную норму (например, для кубиче&

ской нормы единичная сфера — куб, для октаэдрической — окта&

эдр). Множество векторов, норма которых не превышает единицы,

называется единичным шаром. При известной единичной сфере

всегда можно вычислить норму любого вектора этого пространства. 

Отрезком с концами х
1

и х
2

в нормированном пространстве

называется множество векторов вида у = ах
1

+ (1 — а)х
2
, где а

принадлежит отрезку [0, 1], х
1

и х
2

— векторы этого нормирован&

ного пространства. Если концы отрезка принадлежат единично&

му шару, то и весь отрезок принадлежит этому шару.

Две нормы линейного пространства могут быть связаны друг

с другом (например, отношением эквивалентности). Нормы f
1

и f
2

линейного нормированного пространства называются экви0
валентными, если существуют такие положительные числа a

1
и a

2
,

что выполняется неравенство a
1
f
1

≤ f
2

≤ a
2
f
1
. Каждая норма экви&

валентна самой себе (эквивалентность рефлексивна). В арифме&

тическом пространстве все нормы эквивалентны. Поэтому выбор

той или иной нормы зависит только от удобства вычислений.

Справедливо утверждение: последовательность векторов {x
i
}

сходится по норме f
1

тогда и только тогда, когда она сходится по

любой эквивалентной ей норме f
2

(следует из определений сходи&

мости и эквивалентности).

Пусть даны две нормы некоторого линейного пространства f
1

и f
2
. Считается, что норма f

1
мажорирует норму f

2
, если для любого

вектора х из этого линейного пространства выполнено неравен&

ство f
1
(x) ≥ f

2
(x). Обозначается f

1
≥ f

2
. Каждая норма в арифмети&

ческом пространстве мажорируется произведением октаэдриче&

ской нормы на некоторое число а, произведением кубической

нормы на некоторое число с и произведением евклидовой нормы

на число с.

2. Нормы матриц

Пусть имеется линейное пространство М матриц размеров m × n.

Как и в любом другом линейном пространстве, в пространстве

матриц также могут быть определены различные нормы. 
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Норма линейного пространства М матриц называется согласо0
ванной с нормами в арифметических пространствах, если для лю&

бой матрицы А и любого столбца Х (высотой n) выполнено нера&

венство ||AX|| ≤ ||A|| ||X|| (высота столбца АХ – m). Нормы столбцов

определены в соответствующих арифметических пространствах.

Каковы бы ни были нормы арифметических пространств, согла&

сованной нормой в пространстве матриц будет функция вида:

или

Такая норма называется индуцированной нормой (индуцированная

в арифметических пространствах норма). Легко проверить, что

свойства нормы для этих функций выполняются. Известно, что

каждая согласованная норма мажорирует индуцированную норму.

Считается, что норма сохраняет единицу, если в пространстве

квадратных матриц ||E|| = 1. Если для любых квадратных матриц

выполняется неравенство ||AB|| ≤ ||A|| ||B||, то норма называется мат0
ричной (кольцевой), а само неравенство называется кольцевым
свойством нормы. Для кольцевых норм справедливы следующие

неравенства: ||A|| ≤ ||E|| ||A||, ||E|| ≥ 1, ||Ak|| ≤ ||A||k, ||A–1|| ≥ ||A||–1 (k — на&

туральное). Очевидно, что любая индуцированная норма в прост&

ранстве квадратных матриц сохраняет единицу и обладает коль&

цевым свойством.  

Кольцевым свойством могут обладать и прямоугольные мат&

рицы, если их размеры таковы, что возможно произведение мат&

риц. Для них кольцевое свойство ||AB||
3

≤ ||A||
1

||B||
2

выполняется

при следующих условиях: подходящие для умножения размеры

матриц А и В, норма 1 — согласованная, нормы 2 и 3 — индуци&

рованные.

Для матриц наиболее употребительными являются следующие

нормы.

1. Спектральная норма матрицы А равна , при этом 

нормы арифметических пространств — евклидовы или унитар&

ные. Спектральная норма матрицы не меняется при умножении

этой матрицы справа или слева на ортогональную матрицу. Дейст&

0

sup
X

AX

X≠

1

( ) sup .
X

f A AX
=

=

( ) sup
AX

f A
X

=
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вительно, евклидова норма столбца не меняется при умножении

его на ортогональную матрицу ||UX|| = ||X||, следовательно, спек&

тральная норма ортогональной матрицы равна единице. Тогда

имеем ||UA|| ≤ ||U|| ||A|| = ||A|| и ||A|| = ||U–1UA|| ≤ ||U–1|| ||UA|| = ||UA||. Для

умножения слева доказательство аналогичное.

Спектральная норма матрицы А равна ее максимальному син&

гулярному числу ||A|| = а
1

(для произвольного линейного преобра&

зования F евклидова пространства максимальное сингулярное 

число равно , минимальное сингулярное число

равно ). Для невырожденной квадратной матрицы 

||A–1|| = an
–1.

2. Норма, индуцированная октаэдрической нормой арифметиче&

ского пространства, равна (наибольшая из сумм 

модулей элементов матрицы А по столбцам).

3. Норма, индуцированная кубической нормой арифметического

пространства, равна (наибольшая из сумм моду&

лей элементов матрицы А по строкам).

4. Евклидова норма матрицы имеет вид: Евкли&

дова норма матрицы А не меняется при умножении А справа или

слева на ортогональную матрицу и обладает кольцевым свойством.

5. Реже используются следующие нормы матриц: 

(сохраняет единицу, кольцевым свойством не обладает),

(для квадратных матриц, обладает кольцевым свойством, согла&

сована с тремя основными нормами арифметического простран&

ства), (используется редко), (сохраняет

единицу).
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ЛЕКЦИЯ № 11. Численные методы

1. Численные методы. Введение

В настоящее время для решения многих задач линейной алгеб&

ры используется вычислительная техника. Однако работа с ЭВМ

подразумевает получение результатов вычислений с какой&либо

точностью. Точность расчетов до необходимого можно увеличи&

вать при разработке новых алгоритмов и программ, но при этом

программы усложняются, и время выполнения расчетов растет. 

В ЭВМ используется приближенная запись чисел. При этом

возникают ошибки округления, которые увеличиваются при уве&

личении числа выполняемых операций. Следовательно, в резуль&

тате вычисления на ЭВМ получается приближенное решение той

или иной задачи или системы линейных уравнений. Довольно

часто для оценки получившихся погрешностей применяется об&

ратный анализ ошибок округления. Согласно этому принципу

определяется система линейных уравнений (если вычислялось ее

решение), для которой полученное приближенной решение являет&

ся точным, а затем оценивается отличие коэффициентов полу&

ченной системы от коэффициентов исходной системы.

Кроме этого, очень часто бывает, что коэффициенты и сво&

бодные члены исходной системы заданы с погрешностями, что

тоже влияет на точность вычислений.

Исходной системой (невозмущенной) называется система линей&

ных уравнений Ax = b с коэффициентами aij и свободными члена&

ми bi. Возмущенной системой для системы Ax = b называется систе&

ма с коэффициентами aij ± Δaij и свободными членами bi ± Δbi.

Погрешность решения — это разность между решениями исходной

и возмущенной систем. Одно и то же возмущение коэффициентов

и свободных членов может вызывать разную погрешность реше&

ния. Например, каждое из уравнений с двумя неизвестными систе&

мы двух линейных уравнений соответствует прямой. Чем больше

угол между этими прямыми, тем лучше обусловлена заданная систе&

ма, т. е. вызываемая погрешность решения при одинаковом возму&

щении меньше. 
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Решение исходной системы не всегда можно заменить реше&

нием возмущенной системы, поскольку возмущение коэффи&

циентов и свободных членов может привести к тому, что вместо

единственного решения получится либо бесчисленное множест&

во решений, либо решений не будет совсем. При наличии возму&

щений приходится иметь дело с почти вырожденными матрицами
(их элементы изменяются в пределах заданной точности). Мно&

жество таких матриц зависит от выбранной точности. В ε&окрест&

ности почти вырожденной матрицы найдется вырожденная мат&

рица, т. е. при малом изменении элементов почти вырожденная

матрица превращается в вырожденную.

С целью экономии места в оперативной памяти применяются

вычислимые матрицы (элементы не задаются, а вычисляются по

некоторым данным), разреженные матрицы (большинство элемен&

тов — нули, расположенные в каком&либо порядке), матрицы спе&

циальных видов (промежуточные, часть их элементов вычисляется

или равна нулю, например симметричные или диагональные мат&

рицы, ленточные матрицы).

Ленточной матрицей называется матрица, если при некотором

фиксированном числе k и при |i – j| < k элементы аij = 0. В этом

случае не равные нулю элементы попадают внутрь полосы — ленты

шириной 2k + 1, которая расположена вдоль главной диагонали.

Преимущества разреженных матриц заметно в случае, когда

количество не равных нулю элементов имеет порядок числа строк

данной матрицы.

При работе с разными матрицами применяются различные

методы. Например, для матриц небольших размеров лучше ис&

пользовать метод Гаусса, а для матриц больших размеров пред&

почтение отдается итерационным методам.

Для решения линейных систем используются прямые методы

и итерационные методы. Прямые методы позволяют теоретиче&

ски точно решить исходную систему. К ним относятся метод Гаус&

са, дающий LU&разложение, и методы разложений и вращений

для получения QR&разложения. К итерационным методам отно&

сятся метод Зейделя, метод верхней релаксации.

2. Метод Гаусса

Метод Гаусса относится к прямым методам решения линей&

ных систем и часто используется при решении линейных систем

вида AХ = В или
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относительно n неизвестных x
1
, x

2
, ..., xn (А — невырожденная

квадратная матрица порядка n). лекции 1 о приведении системы

линейных уравнений к ступенчатому виду был изложен в упро&

щенном варианте метод Гаусса — алгоритм решения линейных си&

стем. В общем случае под названием «метод Гаусса» объединена

группа способов, которые позволяют посредством элементарных

преобразований привести матрицу исходной системы к единичному

виду, причем если к исходной матрице добавить столбец свободных

членов, то в результате преобразований он превращается в решение

исходной системы. В зависимости от выбранной последовательно&

сти элементарных преобразований различаются схема единственно&

го деления, обратная подстановка, обратный ход, метод оптималь&

ного исключения.

Схема единственного деления (метод прямого исключения,

метод Гаусса в узком смысле) применяется при отличных от нуля

главных минорах. При этом не происходит перестановок строк

и столбцов. На первом шаге метода первый столбец матрицы пре&

образуется к виду для чего из каждой i&строки вычитается 

первая умноженная, число с = ai1/a
11

(i = 2, 3, ..., n) (следователь&

но, из всех уравнений, начиная со второго, исключаются слагае&

мые с х
1
). Затем аналогичная операция применяется к части по&

лученной матрицы, включающей строки и столбцы с номерами 2,

3, … n, и т. д. В результате получатся матрица с единицами на глав&

ной диагонали и нулями ниже главной диагонали; выше главной

диагонали будут находиться не равные нулю элементы (верхняя

треугольная матрица). 

Решение системы с треугольной матрицей определяется при

обратной подстановке: последнее уравнение системы имеет вид

xn = bn*, затем, подставляя найденное xn в предыдущее уравнение,

находим xn – 1
. Подставляя найденные xn и xn – 1

в следующее выше&

стоящее уравнение полученной системы, определяем xn – 2
и т. д.
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Треугольную матрицу, полученную при прямом исключении,

можно элементарными преобразованиями столбцов привести к еди&

ничному виду (обратный ход метода Гаусса), т. е. решить систему.

Метод оптимального исключения состоит в переменном вы&

полнении операций прямого и обратного хода, т. е., как и при пря&

мом ходе, приводим первый элемент второй строки к нулю, а за&

тем с помощью второй строки приводим к нулю первый

элемент второго столбца (операция обратного хода). И далее ана&

логичные операции применяются к части полученной матрицы,

включающей строки и столбцы с номерами 2, 3, …, n. Метод опти&

мального исключения позволяет использовать гораздо меньший

объем оперативной памяти. 

При данных способах не происходит перестановок строк или

столбцов, поскольку главные миноры (или элементы, у которых оба

индекса равны) получающихся матриц не равны нулю. Использу&

ются обычные арифметические операции с числами, их количество

определяет продолжительность вычислений.

3. LU0разложение

Данное разложение основано на умножении матрицы исход&

ной линейной системы на преобразующую матрицу. LU0разложе0
ние матрицы А — это разложение ее в произведение LU невырож&

денной нижней треугольной матрицы L и верхней треугольной

матрицы U с единицами на главной диагонали. 

Пусть А — невырожденная квадратная матрица порядка n. Сово&

купность элементарных преобразований матрицы А равносильна

умножению этой матрицы слева на некоторую матрицу В.

Справедливы следующие утверждения.

1. Для любой матрицы А с главными минорами, отличными от

нуля, найдется такая невырожденная нижняя треугольная матри&

ца В, что произведение ВА есть верхняя треугольная матрица U
с единицами на главной диагонали.

2. Матрица L, обратная к нижней треугольной матрице В, са&

ма является нижней треугольной матрицей и имеет вид:
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где аik
(k – 1) — элементы матрицы А(k – 1), получаемой по схеме един&

ственного деления на (k – 1)&м шаге (доказывается при непосред&

ственной проверке произведения В(n), ..., B(2)B(1)L, которое долж&

но быть равно Е, где B(k) — матрица, для которой выполняется

равенство A(k) = B(k)A(k–1).

Из определения матрицы L видно, что элементы ее k&го столбца

являются элементами матрицы A(k + 1).

Следовательно, при LU&разложении получается матрица, в ко&

торой выше главной диагонали расположены элементы матрицы

U (не равные нулю или единице), а остальные элементы совпада&

ют с соответствующими элементами матрицы L.

Теорема. LU&разложение матрицы А существует, если все ее

главные миноры (и определитель) не равны нулю. Отличие от ну&

ля главных миноров является необходимым и достаточным усло&

вием существования такого разложения. Причем если разложение

существует, то оно единственное (точнее, единственным является

такое разложение, когда на главной диагонали именно второго

множителя стоят единицы). 

Действительно, пусть нижняя треугольная матрица В = L–1,

U = BA. Если Uk, Bk, Ak — матрицы, состоящие соответственно из

элементов матриц U, B, A, стоящих в строках и столбцах с номе&

рами 1, 2, …, k, то для них будет справедливо Uk = BkAk. Посколь&

ку определитель det Uk ≠ 0, то определитель det Ak ≠ 0 (главные

миноры не равны нулю), значит, LU&разложение существует.

Каждая k&тая строка матрицы Bk определена однозначно, так как

последняя строка матрицы Uk — последняя строка единичной мат&

рицы, а строка матрицы Ak линейно независима. Значит, и k&тая

строка матрицы B определена однозначно, ведь она получается из

k&той строки матрицы Bk при добавлении (n – k) нулей. Следова&

тельно, определены однозначно матрицы L = В–1 и U = ВА.

В свою очередь, матрица L представима в виде произведения

матрицы L
1

с единицами на главной диагонали и диагональной

матрицы D. Тогда исходная матрица А будет разложена в произве&

дение L
1
DU, где L

1
и U являются соответственно нижней и верх&

ней треугольной матрицей с единицами на главных диагоналях.

Такое разложение также является единственным (следует из

единственности LU&разложения).

Преимущество данного метода состоит в том, что решение ис&

ходной системы заменяется решением двух систем с треугольными

матрицами, что значительно проще (т. е. вместо системы АХ = В
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решаются две системы: LY = B и UX = Y). Причем место, занимае&

мое в оперативной памяти LU&разложением, не превосходит места,

занимаемого исходной системой. 

UL&разложение может быть получено посредством алгоритма,

называемого компактной схемой метода Гаусса. Элементы матри&

цы произведения LU равны , т. е. элементы матрицы А рав&

ны соответственно , что равносильно n2 числовым ра&

венствам. Причем при k > i выполняется равенство lik = 0, а при

k < l — равенство ukj = 0, поскольку матрицы L и U — треуголь&

ные. Тогда , где m = min(i, j) Используя эти уравнения, 

последовательно определяют все элементы матриц L и U. При вы&

числениях уравнения разбиваются на группы в зависимости от ве&

личины m и соотношения между i и j. Например, при m = 1 и при

j > i = 1 или при i ≥ j = 1 имеем а
1j = l

11
u

1j (j > 1) или аi1 =

= li1u
11

= li1, поскольку u
11

= 1 (i ≥ 1). Затем вычисляется ukj =

= а
1j / l

11
(j > 1). По найденным значениям определяются последо&

вательно остальные. Компактная схема оптимальна по точности

и занимаемому объему памяти.

4. Выбор главного элемента. Масштабирование

Довольно часто приходится иметь дело с матрицами, главные

миноры которых могут быть равны нулю (например, а
11

= 0).

В этом случае приходится прибегать к перестановке строк и столб&

цов исходной матрицы, в результате чего главные миноры стано&

вятся не равными нулю. Любую невырожденную матрицу А по&

рядка n перестановкой только строк (или только столбцов) можно

перевести в матрицу, главные миноры которой не равны нулю. Не

равный нулю минор точно имеется в первых (n – 1) столбцах ма&

трицы А, поскольку определитель матрицы А не равен нулю (ма&

трица невырожденная) и столбцы линейно независимы.

Перестановка строк (столбцов) равносильна умножению ис&

ходной матрицы А слева (справа) на матрицу перестановок, которая

получается из единичной матрицы при аналогичной перестановке

строк (столбцов). Строки (столбцы) могут быть возвращены в ис&

1
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ij ik kj
k

a l u
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ходное состояние при обратной перестановке, матрица которой

является обратной к матрице перестановки. Матрица перестанов&

ки ортогональна. 

Теорема. Для произвольной невырожденной матрицы А сущест&

вуют следующие разложения: A = PLU, A = PMDV, A = L × U × Q,

A = M × D × VQ, где P и Q — матрицы перестановок соответ&

ственно строк и столбцов, U, U*, V,V* — верхние треугольные мат&

рицы с единицами на главной диагонали, L, L*, M, M* — нижние

треугольные матрицы, причем матрицы M и M* имеют единицы

на диагонали, а D и D* — диагональные матрицы.

При перестановке строк (или столбцов) стремятся к тому, что&

бы в левый верхний угол матрицы попадал бы элемент, не равный ну&

лю. Такой элемент называется главным (ведущим). Для каждого ша&

га (при необходимости перестановок) будет свой главный элемент.

Для увеличения точности вычисляемого решения в качестве

главного элемента желательно брать максимальный по модулю эл&

емент преобразуемой части матрицы или очередной строки

(столбца). Существуют и другие критерии выбора главного эле&

мента, зависимые от вида исходной матрицы и возможностей

ЭВМ.

Масштабирование — это умножение строк или столбцов на

числовые множители. Масштабирование строк (столбцов) равно&

сильно умножению исходной матрицы слева (справа) на диаго&

нальную матрицу. Переход к другим единицам измерения равноси&

лен масштабированию столбцов. Применение масштабирования

не приводит к дополнительным ошибкам округления, поскольку

обычно в качестве множителей для масштабирования применя&

ются степени основания системы счисления. Масштабирование

часто применяется при выборе главного элемента, ведь оно по&

зволяет сделать любой ненулевой элемент максимальным по мо&

дулю.

Справедливо следующее утверждение: пусть две линейные си&

стемы решаются по схеме единственного деления, причем для

обеих систем на каждом шаге берутся в качестве главных элемен&

ты, занимающие в матрицах одинаковые позиции. Тогда вычислен&

ные решения обеих систем связаны равенством , i = 1, 2,

..., n, а мантиссы xi и xi* совпадают, если при решении одной из си&

стем не появится машинный нуль или не возникнет перепол&

нения.

10 iq
i ix x−∗ =
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5. Разложение на ортогональный и треугольный
множители (QR0разложение)

Кроме LU&разложения, применяется QR&разложение матри&

цы А линейной системы, где Q — ортогональная матрица, R —

верхняя треугольная матрица. В случаях, когда найдено QR&раз&

ложение матрицы А, исходная система АХ = В сводится к системе

вида RX = QTB, имеющей треугольную матрицу и легко решаемой

методом Гаусса.

QR&разложение матрицы А можно получить методом отраже0
ний. Отражение в евклидовом пространстве — это самосопряжен&

ное преобразование, имеющее собственное значение 1 кратности

n – 1 и собственное значение –1 кратности 1. Следовательно, в ор&

тонормированном базисе из собственных векторов матрица отра&

жения имеет вид:

где E
1
— матрица с единицей в левом верхнем углу и остальными

элементами — нулями. Р
0

— ортогональная матрица. В произ&

вольном ортонормированном базисе матрица отражения рав&

на Р = Е – 2σσт, где σ — столбец координат определяющего

отражение вектора.

Справедливы следующие утверждения.

1. Каковы бы ни были ненулевой вектор х и вектор f, по длине

равный единице, найдется такое отражение, которое переводит

вектор х в вектор αf, причем |α| = |x|.

2. Квадратная матрица А может быть разложена в произведе&

ние QR, где Q — ортогональная, а R — верхняя треугольная мат&

рицы.

3. Если матрица А невырожденная, то ее QR&разложение, в ко&

тором диагональные элементы матрицы R положительны, един&

ственно.

QR&разложение матрицы А может применяться для вычисле&

ния определителя (детерминанта) и для обращения матрицы:

det A = det Q det R = (–1)h det R, где h — число произведенных

отражений, det R равен произведению диагональных элементов

матрицы R, А–1 = R–1QT.
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Кроме метода отражений, QR&разложение матрицы А можно

получить методом вращений. Вращением в плоскости i&ого и j&ого

векторов ортонормированного базиса (i > j) называется преобра&

зование с матрицей, у которой элементы с индексами ii, jj равны

cos ϕ, с индексами ij, ji равны ±sin ϕ (ϕ — угол поворота в плоско&

сти i&ого и j&ого векторов), а остальные элементы равны соответ&

ствующим элементам единичной матрицы:

Матрицу R можно привести к верхнему треугольному виду последо&

вательностью матриц вращения, содержащей для каждого столбца

матрицы А столько матриц, сколько не равных нулю элементов

содержится в этом столбце под элементом главной диагонали.

При использовании метода вращений начинают работу с пово&

рота в плоскости первого и второго векторов ортонормированного

базиса. Вращение выбирается так, чтобы элемент а
12

обратился

в нуль. Затем следует вращение в плоскости первого и третьего век&

торов базиса, которое должно обратить в нуль элемент с индек&

сом 1, 3. В конце концов, в результате (n – 1) вращений получает&

ся матрица со всеми нулями в первом столбце, кроме верхнего

элемента (индекс 1, 1). Затем аналогичные вращения производятся

с элементами второго, третьего и так далее столбцов, при этом нули

предыдущих столбцов не меняются, и обращаются в нуль элементы

рассматриваемого столбца, лежащие ниже соответствующего диа&

гонального элемента.

Методы вращений и отражений дают почти одинаковую точ&

ность, но метод вращений требует большего объема памяти и ис&

пользует большее число арифметических операций. Точность этих

методов не зависит от выбора главного элемента.
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6. Итерационные методы решения линейных систем.
Метод простой итерации

Итерационные методы позволяют построить некоторую по&

следовательность, сходящуюся к искомому решению. За прибли&

женное решение исходной системы принимается максимально

близкий к пределу член полученной последовательности. Несмот&

ря на это, итерационные методы позволяют определить решение

даже с большей точностью, чем прямые методы. Их часто приме&

няют для проверки решений, полученных прямыми методами.

Не для всех линейных систем возможно применение итерацион&

ных методов, к некоторым эти методы могут быть применены

только после необходимых преобразований исходной системы. 

Пусть имеется линейная система вида АХ = В. Преобразуем ее

следующим образом:

0 = –АХ + В, Х = Х – АХ + В, Х = (Е – А) Х + В.

Или в общем виде при умножении на невырожденную матрицу Н
имеем:

Х = Х + Н(В – АХ).

Отсюда получаем вид рекуррентной формулы:

Xk+1
= Xk + H(B – AXk).

Данное выражение  соответствует стационарному методу простой

итерации. Если его представить в виде

где H = τS–1, то получается выражение, соответствующее общему

неявному методу простой итерации. Можно обобщить эти два вы&

ражения следующей формулой:

Xk+1
= PXk + F,

где P = E – HA = E – τS–1A, а F = HB = τS–1B.

Если Х* — решение исходной линейной системы, то равенство

Xk+1
= PXk + F можно преобразовать следующим образом:

Xk+1
– Х* = PXk — Х* + F.

1 ,k k
k

X X
S AX B

τ
+ −

+ =
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Поскольку

F = HB = HAX*,

имеем 

Xk + 1
– Х* = = P(Xk – Х*).

Если обозначить разность Dk = Xk — X*, то имеем: Dk = PkD
0
. От&

сюда видно, что последовательность {Dk} сходится при любом D
0

только в случае сходимости последовательности степеней матри&

цы Р. Действительно, Dk → QD
0
, где Или X – X* = QD

0
,

где X является пределом последовательности {Xk}. Но поскольку Х
является решением исходной системы, то AQD

0
= 0 (потому что

QD
0

удовлетворяет приведенной однородной системе). Посколь&

ку D
0

— любое, то AQ = 0.

Справедливы следующие утверждения.

1. Если матрица А линейной системы АХ = В не вырождена,

то последовательность столбцов, задаваемая рекуррентной фор&

мулой

Xk + 1
= PXk + F,

сходится при любом начальном векторе Х
0

тогда и только тогда,

когда спектральный радиус матрицы Р меньше единицы (спект&

ральным радиусом матрицы называется максимальное по модулю

из характеристических чисел этой матрицы). Чем меньше спект&

ральный радиус матрицы Р, тем итерационный процесс сходится

быстрее.

2. Если норма матрицы ||P|| < 1, то рекуррентная последова&

тельность, задаваемая формулой

Xk + 1
= PXk + F,

при любом начальном векторе сходится не медленнее, чем сумма

геометрической прогрессии со знаменателем ||P||.

Для ускорения итерационного процесса матрица Н (или пара&

метр τ и матрица S) выбирается из условия минимальности нор&

мы ||E – HA|| или максимальной приближенности к матрице А–1.

В случае равенства Н = А–1 потребовалась бы одна итерация.

lim .
k

k
Q P

→∞
=
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Если каждый диагональный элемент исходной матрицы А по

модулю больше суммы модулей остальных элементов той же

строки (случай доминирующей главной диагонали), в качестве

матрицы Н берется матрица G–1, где диагональная матрица G =

= diag (а
11

, ..., аnn). Это частный случай метода простой итерации —

метод Якоби.

Для положительно определенной симметрической матрицы

исходной системы матрица Н берется в виде Н = 2Е/α. В этом

случае матрица Р = Е – 2А/α, а ее характеристические числа при&

надлежат интервалу от –1 до 1.

7. Метод Зейделя. Метод верхней релаксации

Метод последовательных смещений (метод Зейделя) — частный

случай общего неявного метода простой итерации, а именно слу&

чай, когда в выражении

считается, что τ = 1, а матрица S является нижней треугольной

матрицей, получаемой из матрицы А исходной системы при заме&

не на нули элементов, лежащих выше главной диагонали:

Матрица S будет невырожденной при отличных от нуля элемен&

тах главной диагонали. В этом случае формула простой итерации

принимает вид: S(Xk+1
– Xk) + AXk =B или SXk+1

+ UXk = B, где

U = A — S — матрица, в которой диагональные элементы и элемен&

ты, находящиеся под главной диагональю, равны нулю. Если ха&

рактеристические числа матрицы E – S–1A (или матрицы — S–1U)

по абсолютной величине меньше единицы, то метод Зейделя схо&

дится, а сами характеристические числа являются корнями урав&

нения det (U + λS) = 0. 

Справедливо утверждение: для сходимости метода Зейделя

достаточно, чтобы матрица А была симметричной и положитель&

но определенной.
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По сравнению с методом Якоби метод Зейделя сходится быст&

рее, а введением специального параметра ω по методу верхней ре&

лаксации его сходимость можно еще более ускорить. Метод верхней 

релаксации определяется выражением при 

λ = ω и S = D + ωL, здесь матрица А представлена в виде суммы

матриц A = L + D + U, где L и U — матрицы, в которых элемен&

ты, расположенные соответственно выше или ниже главной ди&

агонали, равны нулю, а остальные — равны соответствующим эле&

ментам матрицы А, а D — диагональная матрица diag (a
11

,.., ann).

Следовательно, имеем выражение (D + ωL)Xk+1
= [(1 – ω)D –

– ωU]Xk + ωB. Для метода Зейделя параметр ω равен единице.

Для сходимости метода Зейделя спектральный радиус матрицы

P = E – (D + + ωL)–1ωA должен быть меньше единицы, причем ха&

рактеристические числа матрицы Р являются корнями уравнения 

det[(1– ω)D – ωU – λ(D + ωL)] = 0. Если ввести новую переменную

η следующим образом: λ = (η + 1)/(η – 1), то из предыдущего по&

лучаем следующее уравнение: det[–ωηA – (2 – ω)D + ω(U – L)] = 0.

Справедливы следующие утверждения.

1. Метод верхней релаксации сходится тогда и только тогда,

когда вещественные части всех корней уравнения det[–ωηA –

– (2 – ω)D + ω(U – L)] = 0 отрицательны (Re η < 0).

2. Для сходимости метода верхней релаксации достаточно,

чтобы матрица А была симметричной и положительно определен&

ной и чтобы ω ∈ (0, 2).

1k k
k

X X
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ЛЕКЦИЯ № 12. Псевдорешения
и псевдообратные матрицы

1. Псевдорешения

На практике довольно часто бывают случаи, когда необходи&

мо решить какую&либо задачу, описываемую системой линейных

уравнений, но при этом должны еще удовлетворяться различные

условия. Наличие таких условий зачастую приводит к тому, что

линейная система оказывается несовместной. Тогда, чтобы все&

таки получить наиболее оптимальное решение, приходится ка&

кие&то условия принимать целиком, какие&то частично, от каких&

то, может, вообще придется отказаться.

Рассмотрим систему линейных уравнений вида АХ = В. Пусть

матрица А имеет размерность m × n, r — ее ранг. Считаем, что

норма Х (столбца Х) равна 

Столбец U = B – AX называется невязкой. Для решения невяз&

ка равна нулю. Если исходная линейная система АХ = В несов&

местна, то ее обобщенным решением будет такой столбец Х, при

котором норма невязки минимальна (для совместной системы

обобщенным решением является ее решение). Норму невязки мож&

но записать следующим образом: Из&

вестно, что, чтобы найти минимум какой&нибудь функции, надо

приравнять к нулю дифференциал (производную) этой функции.

Дифференциал нормы невязки равен: d||U||2 = –dXTAT(B – AX) – (B –
– AX)TAdX = –2dXTAT(B – AX) (поскольку второе слагаемое не ме&

няется при транспонировании). Данный дифференциал может быть

равен нулю только в случае, когда выполняется равенство АТАХ =

= АТВ. Полученное уравнение (линейная система) называется нор0
мальной системой для системы АХ = В. 

Справедливы следующие утверждения.

1. Нормальная система уравнений обязательно совместна. Дей&

ствительно, для системы АТАХ = АТВ однородная система имеет

вид АТАY = 0 (ведь АТА — симметричная матрица). Тогда верно:

YTATAY = (AY)T(AY) = 0, AY = 0, YT(ATB) = 0.

2

( ) ( ).
TU B AX B AX= − −

2 2 2

1 2
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2. Точная нижняя грань квадрата нормы невязки достигается

для всех решений нормальной системы и только для них (доказы&

вается при вычислении квадрата нормы U для столба Х + ΔХ).

3. Нормальная система имеет единственное решение тогда

и только тогда, когда система AZ = 0 имеет только тривиальное

решение, т. е. столбцы матрицы А линейно независимы, в частно&

сти если матрица А не вырождена (здесь Z — произвольное реше&

ние однородной системы ATAZ = 0).

Нормальное псевдорешение (псевдорешение) линейной систе&

мы — это минимальный по норме столбец среди всех столбцов,

которые дают минимальную по норме невязку при подстановке

в эту систему.

Теорема. Каждая система линейных уравнений имеет одно

и только одно нормальное псевдорешение (т. е. требуется дока&

зать, что существует только один столбец с минимальной нормой).

Единственное решение нормальной системы — это нормаль&

ное псевдорешение вида Х
0

= АТZ. Если ХВ и ХС являются нор&

мальными псевдорешениями соответственно линейных систем

АХ = В и АХ = С, то αХВ + βХС будет нормальным псевдорешени&

ем системы АХ = αВ + βС. Аналогичное утверждение справедли&

во для линейных комбинаций произвольного числа столбцов.

Например, для уравнения ах = с (его можно рассматривать как

систему одного линейного уравнения с одним неизвестным) при

а ≠ 0 его решение х = с/а будет являться и псевдорешением, а при

а = 0 псевдорешение равно нулю; для уравнения х
1

+ х
2

= 2 нормаль&

ная система имеет вид: , ее общее решение 

равно , псевдорешение равно

2. Псевдообратные матрицы

Псевдообратная матрица для матрицы А размеров m × n назы&

вается матрица А+, столбцы которой являются псевдорешениями

систем линейных уравнений вида АХ = Еi, где Ei — столбцы еди&

ничной матрицы порядка m. Псевдообратная матрица для А име&

ет размерность n × m (совпадает с размерностью матрицы АТ).

Для каждой матрицы А имеется только одна псевдообратная мат&

рица. Если матрица А — невырожденная квадратная, то ее обрат&
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ная матрица является и псевдообратной, псевдорешение совпада&

ет с решением. Для нулевой матрицы размером m × n псевдома&

трица — нулевая матрица размером n × m.

Псевдорешение линейной системы АХ = В может быть запи&

сано в виде Х
0

= А+В, поскольку столбец свободных  членов яв&

ляется линейной комбинацией столбцов единичной матрицы по&

рядка m, а псевдорешение Х
0

— линейная комбинация столбцов

псевдообратной матрицы, имеющая такие же коэффициенты.

Интересно следующее свойство псевдообратной матрицы: для

любой матрицы Х размеров n × m выполнено соотношение меж&

ду нормами:  ||AA+ – E|| ≤ ||AX – E||, причем если для какой&нибудь

матрицы Х, отличной от А+, имеет место равенство, то ||A+|| < ||X||

(норма матрицы евклидова пространства есть квадратный корень

из суммы квадратов ее элементов).

Справедливо следующее утверждение: матрица Х является

псевдообратной для матрицы А тогда и только тогда, когда АТАХ =

= АТ и существует такая квадратная матрица Z, что X = ATZ.

Из данного утверждения следует, что для любого не равного нулю

числа с справедлива формула (сА)+ = с–1А+; и для ортогональной

матрицы U справедливы выражения: (UA)+ = A+ UT (если матри&

ца U имеет порядок m) или (AU)+ = UTA+ (если матрица U имеет

порядок n). Если матрица U будет не ортогональной, а невырож&

денной квадратной, то приведенные равенства уже не будут спра&

ведливы.  Кроме того, на псевдообратные матрицы не распро&

страняется формула обращения произведения, т. е. (АВ)+ ≠ В+А+. 

Если строки или столбцы матрицы А линейно независимы, то

для такой матрицы легко найти псевдообратную матрицу. Имеют

место следующие выражения: А+ = (АТА)–1АТ (столбцы матрицы

А линейно независимы) или А+ = АТ(ААТ)–1 (строки матрицы А
линейно независимы). Действительно, пусть, например, линейно

независимы столбцы матрицы А. Тогда нормальная система АТАХ =

= АТВ имеет единственное решение вида (АТА)–1АТВ. Если вместо

В брать столбцы единичной матрицы соответствующего порядка,

то получаем первое выражение. Пусть столбцы матрицы А яв&

ляются линейно независимыми, тогда минимальное по норме

решение системы АХ = В (эта система совместна при любой В)

является одновременно и ее псевдорешением и имеет вид Х =

= АТZ, где Z можно взять в виде Z = (AAT)–1B. Тогда нормальное

псевдорешение имеет вид: X = AT(AAT)–1B, и если сюда подставить

вместо В столбцы единичной матрицы, то получается второе вы&

ражение для псевдообратной матрицы. Если матрица А произ&
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вольная размерами m × n, то применяется скелетное разложение
матрицы А вида А = ВС, где матрицы В и С имеют соответственно

размеры m × r и r × n, r — ранг матрицы А. Скелетное разложение

(построение матриц В и С) можно произвести, например, следую&

щим образом: матрица В составляется из столбцов базисного мино&

ра матрицы А (ее размер равен m × r). Матрица С составляется из

записанных в столбцы коэффициентов линейной комбинации

столбцов матрицы В, линейная комбинация составляется для

столбцов матрицы А (каждый столбец матрицы А — линейная комби&

нация столбцов матрицы В), получается матрица С размерами r × n.

Существуют и другие способы получения скелетного разложения. 

Для матрицы, имеющей скелетное разложение, псевдообрат&

ная матрица определяется по следующей формуле: А+ = С+В+ =

= СТ(ССТ)–1(ВТВ)–1ВТ. Из этого выражения следует, что для псев&

дообратных матриц справедливо (А+)Т = (АТ)+.

Общее решение нормальной системы АТАХ = АТВ для исход&

ной системы АХ = В определяется следующей формулой: Х = А+В +

+ (Е – А+А)с, где с — произвольный столбец высоты n. Для сов&

местной исходной системы  приведенная формула дает ее общее

решение. Действительно, столбец А+В — нормальное псевдоре&

шение, т. е. частное решение нормальной системы. Столбец Z =

= (Е – А+А) с является общим решением нормальной однород&

ной системы, поскольку: АТА ((Е – А+А) с) = АТАс – АТАА+Ас =

= АТАс – АТАс =0 и для любого решения Z (ATAZ = 0) найдется с,

что Z = (Е – А+А) с. Тогда, взяв с = Z, получаем (Е – А+А) Z = Z –

– A+AZ = Z.

3. Метод наименьших квадратов

Метод наименьших квадратов является некоторым приложе&

нием теории псевдорешений и псевдообратных матриц. Он часто

применяется в случаях, когда требуется решить задачу с числом

переменных, значительно меньшим числа уравнений. Например,

имеются две переменные величины η и ξ, значения которых

определяются экспериментально. Требуется определить функцию

f, максимально соответствующую реальности, такую, что η = f(ξ).

Данная задача решается с помощью заранее заданных базисных

функций ϕ
1
(ξ), …, ϕn(ξ), вид которых выбирается с учетом реаль&

ных условий решаемой задачи. Функция f ищется в виде линей&

ной комбинации этих базисных функций. Обычно базисные функ&

ции выбираются так, чтобы они были линейно независимыми.
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Суть метода наименьших квадратов состоит в том, что функ&

ция f должна быть такова, чтобы сумма квадратов

была минимальна; считается, что пары ηi, ξi лишь приближенно

отражают реальную зависимость. Условие минимальности суммы

квадратов можно рассматривать как минимальность квадрата

нормы невязок ηi — f(ξi) (i = 1, 2, ..., m). Определяемая функция f
будет лишь аппроксимировать реальность.

Поскольку искомая функция по предположению является линей&

ной комбинацией базисных функций, можно записать

что равносильно следующей системе уравнений:

Здесь величины аij = ϕj(ξi
), их можно считать соответствующими

элементами матрицы А. В случае, когда столбцы матрицы А ли&

нейно независимы, нормальная система будет иметь единствен&

ное решение, являющееся псевдорешением полученной системы.

Однако при линейной независимости базисных функций столбцы

матрицы А не обязательно будут линейно независимыми, они мо&

гут оказаться близкими к линейно&зависимым.

Справедливо следующее утверждение, позволяющее оценить

увеличение суммы квадратов: пусть δi — столбцы, удовлетворяю&

щие условию ATAδi = αi
2δi (α < ε, i = k, ..., r). Тогда если к реше&

нию нормальной системы прибавить произвольную линейную 

комбинацию столбцов δi, то сумма квадратов

, соответствующих решению β, уве&

личится не более чем на ε2||H||2 (при доказательстве оценивается

квадрат норма невязки, даваемой столбцом β + Н).

Следовательно, функция f оценивается по экспериментальным

данным (или приближенным измерениям) своих значений. В бо&

лее общей постановке эта задача относится к области математиче&

ской статистики, когда математическое ожидание случайной вели&

чины рассматривается как линейная комбинация от n переменных,

значения которых являются элементами матрицы А (матрица А на&

зывается матрицей регрессии, а переменные — регрессорами).

2 2
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ЛЕКЦИЯ № 13. Системы линейных
неравенств

1. Однородные системы линейных неравенств

Пусть дана система неравенств вида

с вещественными коэффициентами. Если в системе будут нера&

венства разного типа, то умножением на –1 (где необходимо) все

неравенства можно привести к одному типу (≥ 0). В матричном

виде данная система имеет вид АХ ≥ 0. Жестким называется нера&

венство этой системы в случае, если оно выполняется как равен&

ство для всех решений системы.

Замкнутым полупространством называется множество векто&

ров, координаты которых удовлетворяют однородному линейно&

му неравенству а
1
x

1
+...+аnxn ≥ 0. В случае строгого неравенства

полупространство называется открытым. В случае равенства

имеем граничное подпространство. 

Выпуклый многогранный конус (конус) К — это пересечение ко&

нечного числа полупространств. Например, в трехмерном прост&

ранстве конусами являются двугранный угол (х
1

≥ 0, х
2

≥ 0), неотри&

цательный квадрант (х
1

≥ 0, х
2

≥ 0, х
3

≥ 0), плоскость (х
1

≥ 0, –х
1

≥ 0),

четырехгранный конус (х
1

≥ 0, х
2

≥ 0, х
3

≥ 0, х
1

+ х – х
3

≥ 0), плос&

кий угол (х
1

≥ 0, х
2

≥ 0, х
3

≥ 0, х
1

+ х – х
3

≥ 0, –х
1

– х + х
3

≥ 0);

конусами также являются одномерное подпространство, луч, ну&

левой вектор.

Если векторы х
1

и х
2

принадлежат выпуклому многогранному

конусу К, то векторы х
1

+ х
2

и сх
1

для любого с ≥ 0 также принад&

лежат конусу К (следует из непосредственной подстановки коор&

динат векторов в задающую конус систему неравенств).
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Справедливы следующие утверждения.

1. Если r — ранг матрицы, составленной из коэффициентов

жестких неравенств, то конус К, определяемый всей системой не&

равенств, лежит в (n – r)&мерном подпространстве и определяет&

ся в нем системой, которая не содержит жестких неравенств.

2. Если система однородных линейных неравенств не содер&

жит жестких неравенств, то соответствующая система строгих не&

равенств

имеет решение. Действительно, поскольку все неравенства (не&

строгие) исходной системы однородных линейных неравенств не&

жесткие, то для любого i&го неравенства системы найдется такое

решение Хi, которому бы соответствовало соответствующее стро&

гое неравенство. При подстановке в i&ое неравенство столбца

X
1

+ ... + Xm

получаем обязательно строгое неравенство, поскольку слагаемое

с Х
i
строго больше нуля, а остальные слагаемые неотрицательны.

Значит, X
1

+...+ Xm — это решение системы строгих неравенств.

Если в исходной системе однородных (нестрогих) неравенств

нет жестких неравенств, то векторы, удовлетворяющие системе

строгих неравенств, называются внутренними векторами конуса.

Внутренность конуса — это множество всех внутренних векторов.

Относительной внутренностью конуса называется множество ре&

шений системы строгих неравенств. Каждый внутренний вектор

конуса принадлежит ему вместе с некоторой своей окрестностью

относительно произвольной нормы. 

Размерность конуса К равна размерности вещественного ли&

нейного пространства Ln, если система линейных неравенств, соот&

ветствующая конусу, не содержит жестких неравенств. Действи&

тельно, если вектор Х
0
(х

01
, …, х

0n) — внутренний вектор конуса К,

то для любого положительного ε возьмем η такое, что |η| < ε (при&

чем η не является характеристическим числом матрицы, все стро&
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ки которой совпадают со строкой х
01

, …, х
0n), и тогда векторы

с координатами

будут линейно независимыми и будут принадлежать конусу К. 

Если исходная система однородных нестрогих неравенств со&

держит жесткие неравенства, то размерность конуса К, соответ&

ствующего этой исходной системе, равна (n — r), где r — ранг мат&

рицы, составленной из коэффициентов жестких неравенств. 

Если в исходной системе некоторые жесткие неравенства за&

менить на равенства, то для новой системы будет свой конус, раз&

мерностью меньше. Такие конусы являются гранями конуса К.

Минимальная грань будет соответствовать системе линейных урав&

нений

Если минимальная грань является нулевым подпространством,

то соответствующий ей конус называется заостренным. Если в ис&

ходной системе нестрогих линейных неравенств имеется только

одно нежесткое независимое неравенство, а остальные неравен&

ства обращены в равенства, то имеем одномерную грань — луч,

которую называют еще ребром многогранного конуса. Заострен&

ный конус является суммой своих ребер.

Теорема. Каждый замкнутый выпуклый многогранный конус

является суммой конечного числа лучей, или, что то же, совокуп&

ностью линейных комбинаций конечного числа векторов с не&

отрицательными коэффициентами. Иная формулировка теоре&

мы: Общее решение системы однородных линейных неравенств

может быть записано в виде Х = α
1
Х

1
+…+ αNXN, где X

1
, ..., XN —

некоторый набор решений, а коэффициенты α
1
, ..., αN — неотри&

цательны. Данный набор решений называется полной системой
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решений, фундаментальной системой решений называется мини&

мальная по количеству полная система решений.

2. Неоднородная система линейных неравенств

Пусть дана система неравенств вида

с вещественными коэффициентами. Это есть неоднородная сис&

тема линейных неравенств. Считаем, что все неравенства данной

системы одного типа. Если в системе будут неравенства разного ти&

па, то умножением на –1 (где необходимо) все неравенства можно

привести к одному типу (≥ 0). В матричном виде данная система

имеет вид АХ ≥ В. Геометрически решение такой системы —

точка в аффинном (точечном) пространстве, множество реше&

ний — плоскость, решение приведенной однородной системы —

векторы. 

Множество решений неоднородной системы неравенств вы&

пукло (т. е. в этом множестве для каждых двух точек содержится

и соединяющий их отрезок). Выпуклыми комбинациями X назы&

ваются такие линейные комбинации решений исходной системы

неравенств

X = α
1
X

1
+...+ αnXn,

для коэффициентов которых выполняются следующие условия: 

α
1

≥ 0, ..., αn ≥ 0, α
1

+ ... + αn = 1.

Выпуклой оболочкой некоторого множества называется мно&

жество всевозможных выпуклых комбинаций точек исходного

множества. Например, отрезок являюется выпуклой оболочкой

своих концов. Выпуклая оболочка любого множества является

выпуклым множеством.

Выпуклое многогранное множество — это пересечение полу&

пространств аффинного пространства; если это множество огра&

ниченно, то оно называется выпуклым многогранником. Именно
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выпуклым многогранным множеством и является множество ре&

шений неоднородной системы линейных неравенств. 

Для того чтобы определить решение линейной неоднородной

системы неравенств, приведем эту систему к однородному виду.

Для этого добавим еще одну переменную хn+1
и исходную систе&

му неравенств запишем в следующем виде:

АX – xn+1
В ≥ 0, xn+1

≥ 0

(добавилось еще одно неравенство, т. е. как бы перешли от n&мер&

ного пространства к (n+1)&мерному пространству). Если xn+1
= 1,

то первые n элементов получившейся однородной системы нера&

венств будут удовлетворять исходной системе неравенств АХ ≥ В. 

Пусть Р
1
, …, Рs — фундаментальная система решений одно&

родной системы неравенств

АX — xn+1
В ≥ 0, xn+1

≥ 0.

Считаем, что в столбцах первых t решений последние компонен&

ты равны единице (если не равны, то к этому можно прийти

элементарными преобразованиями), а в столбцах оставшихся ре&

шений последние компоненты равны нулю. Если исходная систе&

ма неоднородных неравенств АХ ≥ В совместна, то t ≥ 1. 

Решения однородной системы

АX – xn+1
В ≥ 0, xn+1

≥ 0

имеют вид:

Q = α
1
P

1
+...+ αtPt + β

1
Pt+1

+ βsPs,

где коэффициенты αi, βj ≥ 0 (неотрицательные), причем послед&

няя компонента Q равна единице только при выполнении усло&

вия: α
1

+...+ αs = 1. Тогда общее решение системы неоднородных

линейных неравенств АХ ≥ В получается при отбрасывании по&

следних элементов всех столбцов в выражении

Q = α
1
P

1
+...+ αtPt + β

1
Pt+1

+ βsPs. 

122



Понятия «жесткое неравенство», «размерность выпуклого много&

гранного множества», «грань», «ребро» при рассмотрении неодно&

родной системы линейных неравенств определяются аналогично

случаю системы однородных неравенств.

Неоднородные системы линейных неравенств не обязательно

являются совместными.

Теорема. Система линейных неравенств АХ ≥ В совместна тог&

да и только тогда, когда из UA = 0 и U ≥ 0 следует, что UB ≤ 0 (U —

неотрицательная строка длиной m).

Доказательство. Если исходная система неоднородных нера&

венств совместна и Х — ее решение, то для любой строки U, опре&

деленной  в условии теоремы, справедливо UАХ ≥ UВ. Тогда при

UA = 0 получаем требуемое UB ≤ 0. Для доказательства обратно&

го надо показать, что для несовместной системы существует стро&

ка U такая, что UA = 0 и UB > 0. 

Для неоднородных систем справедливы следующие утверж&

дения.

1. Система линейных неравенств АХ ≥ В совместна при любой

правой части В тогда и только тогда, когда система уравнений

UA = 0 имеет только тривиальное неотрицательное решение.

2. Система линейных неравенств АХ ≥ В имеет неотрицатель&

ное решение Х ≥ 0 тогда и только тогда, когда из неравенств UA ≤
≤ 0 и U ≥ 0 следует UB ≤ 0. 
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