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4. Теория пар сил, лежащих
в одной плоскости. Момент силы 
относительно точки на плоскости

Система двух равных по модулю параллельных сил,
направленных в противоположные стороны, называется
парой сил. Пара сил, как правило, прилагается к телу
( 1, 2), которое должно вращаться. Плоскость, в коF
торой расположены пары сил, называется плоскос$

тью действия пары сил N. Кратчайшее расстояние
между линиями действия сил пары называется пле$

чом пары h. Алгебраический момент пары сил —
это взятое со знаком плюс или минус произведение
одной из сил пары на плечо пары сил:

Алгебраический момент пары сил имеет знак плюс,
если пара сил стремится вращать тело против часовой
стрелки, и знак минус, если пара сил стремится враF
щать тело по часовой стрелке. Алгебраический моF
мент пары сил не зависит от переноса сил пары вдоль
своих линий действия и может быть равен нулю, если
линии действия пары сил совпадают. Произведение
модуля силы на плечо силы относительно этой точки

называют алгебраическим моментом пары отно$

сительно точки. Плечо пары h относительно точ$

ки — это кратчайшее расстояние между этой точкой
и линией действия силы. Две пары сил называются

=±0 ( )M F Fh

= =±1 2( , ) .M M F F Fd

FF

3. Равнодействующая сходящихся
сил на плоскости.

Леммы о нулевых стержнях

Равнодействующая сила при равновесии системы
представляет собой замыкающую силового мноF

гоугольника, или векторную сумму сил, однако, с друF
гой стороны,

Следовательно, условия равновесия системы схоF
дящихся сил в аналитической форме будут

Иными словами, для равновесия системы сходяF
щихся сил, действующих на твердое тело, необходиF
мо и достаточно, чтобы суммы проекции этих сил на
каждую из двух прямоугольных координат осей, лежаF
щих в плоскости, были равны нулю.

Фермы — это конструкции, которые состоят из
прямолинейных стержней, соединенных между собой
шарнирами и образующих неизменяемую геометриF
ческую фигуру.

Существует определенная зависимость между коF
личеством стержней (n) и количеством шарниров (k).
В основном треугольнике имеются 3 стержня и 3 узла.
При этом для образования одного узла требуются
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2. Сходящиеся силы на плоскости

Система сходящихся сил — это такая система
сил, линии действия которых пересекаются в одной
точке — центре пучка. Пусть задана произвольная
система сходящихся сил 1, 2, ..., n, приложенных
к твердому телу. Сложение двух сходящихся сил

графически осуществляется по правилу параллелоF
грамма,

12 = 1 + 2.

По правилу параллелограмма складываем силы 12
и 3, и получаем их равнодействующую

123 = 12 + 3 = 1 + 2 + 3;

Для плоской системы сходящихся сил одну из коордиF
натных осей (обычно OZ) выбирают перпендикулярF
ной силам. Таким образом, каждая из сил пучка даст
проекцию на эту ось, равную нулю, а значит, будет
равна нулю и проекция равнодействующей силы на
ось OZ. После этого проецируют векторы векторF
ного равенства на прямоугольные оси координат. ТогF
да в соответствии с теоремой о проекции замыкающей
получится
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1. Основные понятия
и аксиомы статики

Статика — это раздел теоретической механики, в коF
тором устанавливаются методы преобразования одF
них систем сил в другие, им эквивалентные, а также
условия равновесия различных систем сил, действуюF
щих на твердое тело.

Материальная точка — это простейшая модель маF
териального тела любой формы, размеры которого
достаточно малы и которое можно принять за геометF
рическую точку, имеющую определенную массу.

Механическая система — это любая совокупность
материальных точек.

Абсолютно твердое тело — это механическая
система, расстояние между точками которой не измеF
няется при любых взаимодействиях.

Сила — это одна из векторных мер действия одного
материального объекта на другой рассматриваемый
объект. Сила характеризуется числовым значением,
а также точкой приложения и направлением действия.
Это векторная величина и обозначается она, наприF
мер, 

Система сил — это совокупность сил, действующих
на рассматриваемое тело.

Система сил, эквивалентная нулю (равновесная

система сил), — это такая система сил, действие коF
торой на твердое тело или точку, находящиеся в покое
или движущиеся по инерции, не приводит к изменеF
нию его состояния.

Существуют следующие аксиомы.
1. О равновесии системы двух сил. Для равновеF

сия системы 2Fх сил, приложенных к точкам твердого
тела, необходимо и достаточно, чтобы эти силы были
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2 стержня. Значит, для образования (k – 3) узлов
нужно 2(k – 3). Общее число стержней:

n = 2 (k – 3) + 3,

n = 2k – 3.

Нулевыми называются стержни, ненагруженные
силой, на концах которых находятся точечные шарниF
ры и весом которых можно пренебречь.

Способ вырезания узлов заключается в том, что
каждый узел вырезается из фермы и рассматриваетF
ся отдельно, как находящийся в равновесии. Система
сил, действующих на стержень, — это плоская систеF
ма сходящихся сил, которая находится в равновесии.
Построение силовых многоугольников всегда начиF
нают с узла, в котором сходятся 2 стержня. Каждый
последующий узел следует выбирать так, чтобы в нем
сходилось не более двух стержней с неизвестными
усилиями. Если усилия разрезанных стержней направF
лены по стержням в сторону узла, то их называют сжи$

мающими, а если наоборот — растягивающими.
Леммы о нулевых стержнях.

1. Если в узле, не нагруженном внешними силами,
сходятся три стержня, и которых два направлены
вдоль одной прямой, то усилие в третьем стержне
равно нулю, т. е. он является нулевым.

2. Стержень находится в равновесии под действием
двух сил, приложенных в шарнирах, где силы равны
по величине и противоположны по направлению, т. е.
его реакция также будет направлена по оси стержня.

эквивалентными, если их действие на твердое
тело одинаково при прочих равных условиях,

а также если они имеют одинаковые по модулю и наF
правлению векторные моменты.

Теорема об эквивалентности пары сил. Пару сил,
действующую на твердое тело, можно заменить друF
гой парой сил, расположенной в той же плоскости
действия и имеющей одинаковый с первой парой алF
гебраический момент.

Пару сил как жесткую фигуру можно поворачивать
и переносить в плоскости ее действия как угодно.
У пары сил можно изменять плечо и силы, сохраняя
при этом алгебраический момент пары и плоскость
действия. Эти операции над парами сил не изменяют
их действия на твердое тело.

Теорема о сумме алгебраических моментов

пары сил. Пары сил, действующие на твердое тело
и расположенные в одной плоскости, можно привести
к одной паре сил, алгебраический момент которой раF
вен сумме алгебраических моментов составляющих
пар сил:

Пары сил, расположенные в параллельных плосF
костях, также складываются, поскольку их предвариF
тельно можно перенести в одну плоскость. Если сложеF
ние выполнять графически, когда векторные моменты
пары сил находятся в одной плоскости, то векторный
момент эквивалентной пары сил будет иметь вид заF
мыкающей векторного многоугольника, построенного
из векторных моментов заданных пар сил.
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равны по модулю и действовали вдоль одной
прямой, проходящей через точки их приложеF

ния, в противоположных направлениях.
2. О добавлении системы сил, эквивалентной ну$

лю. Если на твердое тело действует система сил, то
к ней можно добавить систему сил, эквивалентную
нулю.

3. Аксиома параллелограмма сил. Две силы, дейF
ствующие в одной точке твердого тела или на одну маF
териальную точку, можно заменить одной равнодейF
ствующей силой, равной по модулю и направлению
диагонали параллелограмма, построенного на заданF
ных силах:

4. Аксиома о равенстве сил действия и противо$

действия. Всякой силе действия есть равная протиF
воположная сила противодействия.

Несвободное твердое тело — это тело, не имеюF
щее возможность совершать в рассматриваемый моF
мент любые перемещения в пространстве.

Аксиома связи: всякую связь можно отбросить

или заменить силой, реакцией связей или систе$

мой сил. Реакция связи — это сила, с которой связь
действует на систему материальных точек или тверF
дое тело. Сила реакции связи направлена в сторону,
противоположную направлению перемещения рассматF
риваемого тела.

( )∧= + = + +2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 22 cos ,  .R F F F F F F F F

По проекциям определяют модуль равнодейстF
вующей силы и косинусы углов ее с осями коорF

динат по формулам

и

Следовательно, система n сходящихся сил эквиваF
лентна одной силе , которая и является равнодейF
ствующей этой системы сил. Процесс последовательF
ного применения правила параллелограмма означает
по сути построение многоугольника из заданных сил.
Этот силовой многоугольник называют замкнутым.

Геометрическое условие равновесия системы

сходящихся сил. Для равновесия системы сходяF
щихся сил необходимо и достаточно, чтобы равнодейF
ствующая сила равнялась нулю .

Теорема о трех силах. Если твердое тело под дейF
ствием трех сил, две из которых пересекаются в одной
точке, находится в равновесии, то линии действия таF
ких трех сил пересекаются в одной точке. Для случая
трех сходящихся сил при равновесии силовой треF
угольник, построенный из трех сил, должен быть замкF
нутым.
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5. Система сил, произвольно
расположенных на плоскости

Приведение силы к заданному центру. Силу
можно переносить параллельно самой себе в любую
точку твердого тела, добавляя при этом пару сил, векF
торный момент которой равен векторному моменту
переносимой силы относительно новой точки прилоF
жения силы.

Теорема Пуансо. Любую произвольную систему
сил, действующих на твердое тело, можно в общем
случае привести к силе и паре сил.

Главный вектор системы сил — это вектор, котоF
рый равен векторной сумме этих сил. Главный вектор
системы сил изображается вектором, замыкающим
силовой многоугольник, построенный на силах:

Главный момент системы сил относительно точ$
ки тела — это сумма векторных моментов всех сил
системы относительно этой точки. Главный момент 0
равняется сумме векторных моментов присоединеF
ния пар:

Уравнения равновесия системы сил, произ$
вольно расположенных на плоскости. Пусть кажF
дая из сил расположена в одной плоскости с осями
координат ОX, ОY, и потому ее моменты относительF
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6. Условия равновесия сил,
приложенных к рычагу.

Сцеплениеи трение скольжения

Рычагом называется форма действия плоской систеF
мы сил на объект, при которой соблюдаются те же усF
ловия равновесия сил, что и для точки, на которую дейF
ствует сила.

Алгебраический момент относительно точки —
это произведение модуля силы на плечо силы относиF
тельно этой точки:

Плечо пары h относительно точки — это кратчайF
шее расстояние между этой точкой и линией дейстF
вия силы. Алгебраический момент относительно точки
численно равен удвоенной площади треугольника, поF
строенного на силе.

Векторное условие равновесия: для равновесия
системы сил, приложенных к точке, необходимо и досF
таточно, чтобы главный вектор системы сил был равен
нулю и главный момент системы сил относительно
точки также был равен нулю.

Три условия равновесия:

В случае опрокидывания на устойчивое положение
тела или системы тел действует возбуждающая сила,
которая стремится опрокинуть объект. Положение равF
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8. Теория пары сил в пространстве

Пусть к тердому телу приложена пара сил 
так, что . Момент пары сил — это векторная
величина, обозначаемая и определяемая форF
мулой

Данный вектор, перпендикулярный плоскости дейF
ствия пары сил, является свободным, иными слоF
вами, он может быть перенесен параллельно сам
себе и приложен в любой точке тела. Этот вектор
направлен в ту сторону, откуда вращение, произвоF
димое парой сил, происходит против хода часовой
стрелки.

Плечо пары сил h — это расстояние между линиями
действия сил, т. е.

Теорема об эквивалентности пар сил.

1. Пару сил можно переносить, не меняя ее дейстF
вия на тело, как единое целое в плоскости действия
пары сил.

2. Не изменяя действий пары, плоскость действия
можно переносить параллельно самой себе.

Доказательство. Пусть дана пара ( 1, 2) с плеF
чом АВ. Если перенести плечо АВ в положение А1В1
и к точкам А1 и В1 приложить направленные в противоF
положные стороны силы 3, 4 и 5, 6, равные поFFFF

FF

( )| , |  .M F F hF′ =

( )′ ′ ′ ′× = ×, = .M F F A A F AA F

′( , )F FM
′= −F F

′( , )F F

7. Система сходящихся сил
в пространстве. Уравнение

равновесия сил

Система сходящихся сил — это такая система
сил, линии действия которых пересекаются в одной
точке — центре пучка. Для аналитического опредеF
ления равнодействующей силы выбирают систему
прямоугольных осей координат. Проецируя векторы
векторного равенства на прямоугольные оси коордиF
нат, получают

По проекциям определяют модуль равнодействуюF
щей силы и косинусы углов ее с осями координат по
формулам:

и

Для равновесия системы сходящихся сил, прилоF
женных к твердому телу, равнодействующая сила
должна обратиться в точку.
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Проецирование силы на оси координат.
Пусть дана сила F, тогда ее проекции на пряF

моугольные оси координат вычисляются по формулам:

где i, j, к — единичные векторы, направленные по
осям координат.

Косинусы углов силы с осями координат удовлетвоF
ряют условию:

Из трех углов независимыми будут только два.
При проецировании силы на прямоугольные оси коF
ординат лучше использовать два угла. Для этого силу
нужно разложить на две взаимно перпендикулярные
составляющие. При этом одна из них параллельна каF
койFлибо оси координат, например OZ, а другая нахоF
дится в координатной плоскости двух других осей,
в нашем случае — координатной плоскости ОXY. Тогда
получается

Условие равновесия системы сходящихся сил: для
равновесия системы сходящихся сил необходимо
и достаточно, чтобы равнодействующая сила равняF
лась нулю .= 0R

α β α β α= = =sin cos , sin cos , cos .x y zF F F F F F
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но этих осей равны нулю. Значит, условия равF
новесия:

будут тождествами.
Сложение параллельных сил на плоскости.

Пусть заданы две параллельные силы ( 1, 2), они
направлены в одну (или разные) стороны. Если

1 2, т. е. они не образуют пару сил, то они привоF
дятся к равнодействующей с некоторым центром
приведения О. Положение точки О можно найти, подF
считав относительно нее момент равнодействующей,
он равен нулю в каждом из приведенных случаев:

следует, что система двух параллельных сил, не обраF
зующих пару, имеет равнодействующую, параллельF
ную этим силам.
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новесия q0 называется устойчивым, если в кажF
дой паре сколь угодно малых положительных

фиксированных чисел е для моментов времени t > t0
выполняется неравенство:

⏐q(t) – q(t0)⏐ < е.

Потенциальная энергия тела будет иметь минимум
или равняться нулю, т. е.

где Ci — коэффициент устойчивости.
Приближенные законы, препятствующие качению.
1. Наибольший момент пары сил, препятствующий

качению, не зависит от радиуса катка.
2. Предельное значение момента пропорционально

нормальному давлению, а значит, и равной ему норF
мальной реакции, т. е. Mmax = N. Коэффициент треF
ния качения при покое называется коэффициентом
трения второго рода.

3. Этот коэффициент устойчивости (сцепления) заF
висит от материала катка, плоскости и физического
состояния поверхности.

При движении или стремлении двигать одно тело по
поверхности другого в касательной плоскости поF
верхности соприкосновения возникает сила трения.
Если поверхности абсолютно гладкие, то реакция поF
верхности связи направлена по нормали к общей каF
сательной в точке соприкосновения.

δ
δ

∑ = 1/2  = 0,i iП C q

6

напряжению силам пары ( 1, 2) и параллельF
ные им, то

( 1, 2) ( 1, 2, 3, 4, 5, 6).

Сложив силы 2, и 4, получим равнодействующую,
равную 2 , которая будет приложена в середине
параллелограмма и направлена вверх. Если сложить
силы 1 и 5, можно получить их равнодействующую,
равную 2 и направленную вниз. Тогда 1, 5, 2,

4 0, поэтому система

( 1, 2, 3, 4, 5, 6) ( 3, 6)

и пара ( 3, 6) эквивалентна паре ( 1, 2).
Значит, плоскость пары можно переносить паралF

лельно ей самой, не изменяя при этом оказываемого
на тело действия.

Сложение пар в пространстве. Пусть на твердое
тело действует система пар сил:

Момент kFой пары сил обозначим через

Данную систему пар сил можно заменить одной паF
рой сил, такой, ( , ), тогда момент ( , ) равен
геометрической сумме моментов данных пар сил.
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12. Вспомогательные теоремы
для определения положения

центра тяжести

Теорема 1. Площадь поверхности, полученной враF
щением дуги плоской кривой вокруг оси, лежащей
в ее плоскости, но не пересекающей, равна длине
этой дуги, умноженной на длину окружности, описанF
ной ее центром тяжести.

Теорема 2. Объем тела вращения, образованного
вращением плоской фигуры вокруг оси, лежащей в плосF
кости этой фигуры и ее не пересекающей, равен произF
ведению площади этой фигуры на длину окружности,
описанной центром тяжести площади фигуры.

Метод группировки. При нахождении центра тяжесF
ти тела легче определить центры тяжести отдельных
его частей, на которые можно разбить тело. Пусть теF
ло разбили на несколько частей и определили центр
тяжести каждой такой части тела, тогда будут иметь
место равенства:

Если сгруппировать слагаемые, то получится:

Метод отрицательных масс является частным
случаем метода разбиения и применяется к телам,
имеющим разрывы.
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11. Условия равновесия
пространственных систем сил.

Сложение параллельных сил
в пространстве. Центр тяжести тела

Для равновесия пространственных систем сил ( 1,

2, ..., n), приложенных к абсолютно твердому телу,
необходимо и достаточно выполнение двух условий:

которые говорят, что для любого центра приведения
главный вектор и главный момент пространственных
систем сил должны быть равны нулю.

Если ввести координатные оси с началом в центре
приведения и спроектировать предыдущие векF
торные равенства на эти оси, то получатся скалярF
ные условия равновесия пространственной систеF
мы сил:
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10. Приведение пространственной
системы сил к главному вектору

и к главному моменту

Лемма о параллельном переносе сил. Пусть
к абсолютно твердому телу в точке А приложена сила

A. Состояние твердого тела не изменится, если эту
силу перенести параллельно самой себе в любую
другую точку тела В и приложить к телу пару сил, моF
мент которой равен:

где

Доказательство очевидно, так как

а две силы B и взаимно уравновешиваются.
Приведение пространственной системы сил к главF

ному вектору и к главному моменту. Пусть на абсоF
лютно твердое тело действует произвольная простF
ранственная система сил ( 1, 2, ..., n). Эта система
сил может быть заменена одной силой и парой сил,
момент которой 0, причем сила — главный вектор
пространственной системы сил
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9. Главные моменты системы сил

Момент силы относительно некоторого выбранF
ного центра О — это векторная величина 0( ),
определяемая формулой

где — радиусFвектор точки А, причем . Тогда

где h — кратчайшее расстояние от точки О до линии
действия силы, называемое плечом силы.

Вектор

и направлен в ту сторону, откуда вращение произF
водимой силой осуществляется против часовой
стрелки. Сила измеряется в [H], а момент силы —
в [H·м].

Пусть в точке О будет начало некоторой прямоугольF
ной декартовой системы координат XYZ. СпроектиF
руем векторную формулу на координатные оси, получим:

( ) ( ) ( )+ + =0 0 0 0
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Используя метод разбиения и свойства центF
ров тяжести симметричных однородных тел, можF

но найти центр тяжести сложных тел, разбивая на таF
кие части, центры которых легче определяются.

Пример. Можно рассматривать отверстие как плоF
щадь с отрицательной массой. Фигура имеет ось симF
метрии, значит, будем определять только одну коорF
динату х, взяв начало координат в центре большого
круга, тогда получится:

Метод веревочного многоугольника. Пусть задаF
на некоторая сила . Возьмем произвольный полюс О,
не лежащий на линии действия силы , и соединим
его с концами силы . Тогда можно рассматривать
силу как равнодействующую двух сил, приложенF
ных в той же точке, в которой будет приложена сила .
Возьмем нить АСВ так, что АС и СВ будут соответF
ственно параллельны заданным силам. Закрепим конF
цы А и В неподвижно, а к точке С приложим ту же силу

. Тогда эта сила может быть представлена как равF
нодействующая заданных сил, приложенных к точке
С. Первой фигурой будет план заданных сил, а втоF
рой — веревочный многоугольник.

F
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Тогда

Следовательно, для равновесия пространственной
системы сил необходимо и достаточно, чтобы суммы
проекций всех сил системы на координатные оси быF
ли равны нулю и чтобы сумма моментов всех сил систеF
мы относительно координатных осей тоже была равна
нулю.

Если рассматривать условия равновесия несвободF
ного твердого тела, находящегося под действием сил
( 1, 2, ..., n), то связи, наложенные на тело, мысленF
но отбрасываются, а к телу прикладываются реакции
связей ( 1, 2, ..., l), после чего условия равновесия
записываются для системы сил, объединяющей акF
тивные силы и реакции связей:

( 1, 2, ..., l), ( 1, 2, ..., n).FFFRRR
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Момент 0 — главный момент пространстF
венной системы сил, равный

т. е. момент равен геометрической сумме моментов
всех сил системы относительно выбранного центра
приведения.

Доказательство этого утверждения основывается
на лемме о параллельном переносе сил. Все силы исF
ходной системы переносят параллельно самим себе
в выбранную точку приведения О, тогда получится
система исходящих сил. Данная система может быть
заменена равнодействующей , приложенной в точке
О. Чтобы состояние тела не изменилось при выполF
ненном переносе сил, необходимо к телу приложить
n пар сил, моменты которых относительно центра О
определяются соотношениями:

Главный момент 0 этой результирующей пары обычF
но изображают приложенным в центре О, хотя он явF
ляется свободным вектором и может переноситься паF
раллельно самому себе.

Теорема Вариньона. Для системы сходящихся сил
момент равнодействующей силы относительно выбF
ранного центра равен геометрической сумме моменF
тов всех сил системы.
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M

где x, y, z — координаты точки приложения силы.
Момент силы относительно оси OZ — это проекF

ция вектора момента силы относительно некоторого
центра, взятого на этой оси, на эту же ось, т. е.

моменты силы относительно координатных осей X,
Y, Z.

Главным моментом системы сил относительно
выбранного центра О будет называться вектор, равF
ный геометрической сумме моментов всех сил систеF
мы относительно выбранного центра:

Если все силы системы приложены в одной точке,
то все i = , тогда

=

= + = ×∑
1

.
n

i
i

M r F z F

rr

( )
= =

= = ×∑ ∑0 0
1 1

.
n n

i i i
i i

M M F r F

F

( ) ( )×0 = —z z
M F z F

( )
( )
( )

⎧ = −
⎪⎪
⎨ = −
⎪

= −⎪⎩

0

0

0

,

x z y

y x z

z y z

M F yF zF

M F zF xF

M F xF yF
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16. Ускорение точки

Ускорение точки характеризует быстроту изменеF
ния модуля и направления скорости точки. Пусть в моF
мент времени t точка занимает положение M и имеет
скорость , а в момент времени t1 = t + t она заниF
мает положение M1 и имеет скорость 1, = + .
Разделив приращение вектора на промежуток вреF
мени t, можем получить вектор среднего ускорения
точки за этот промежуток:

Проекции ускорения точки на неподвижные оси деF
картовых координат равны вторым производным от
соответствующих координат точки по времени или перF
вым производным по времени от проекции скорости
на соответствующие оси.

Естественные координатные оси. Проведем в точF
ке M кривой AB соприкасающуюся плоскость, норF
мальную плоскость, перпендикулярную касательной,
и спрямляющую плоскость, перпендикулярную соприF
касающейся и нормальной плоскостям, образующую
с этими плоскостями естественный трехгранник.
Естественные координатные оси — это три взаимно
перпендикулярные оси: касательная, направленная
в сторону возрастания дуговой координаты; главная

нормаль, направленная в сторону вогнутости кривой;
бинормаль, направленная по отношению к касательF
ной и главной нормали.

( ) 2 2 и , то .v v t v d r dt a d v dt d r dt
→ → → → → → →

= = = =

0
, lim .ср

t
a v t a v t
→ → → →

Δ →
=Δ Δ = Δ Δ

Δ
v
r

Δ
v
r

Δv
r

v
r

v
r Δv

r

15. Скорость точки

Скорость — это векторная величина, которая хаF
рактеризует быстроту и направление движения точки
в данной системе отсчета.

Векторный способ задания движения. ПоложеF
ние движущейся точки в каждый момент времени опF
ределяется радиусFвектором , который является
функцией времени = (t). Допустим, в момент вреF
мени t точка занимает положение М, определяемое
радиусFвектором , а в момент времени t1 = t + t —
положение М1, определяемое радиусFвектором 1,
причем О — центр отсчета. Из треугольника OMM1
следует:

Вектор точки в момент времени t:

Таким образом,

а это значит, что вектор скорости точки в данный
момент равен производной от радиусFвектора точки
во времени.

/ ,v d r dt
→ →

=

0 0
lim / ,  lim / / .

t t
v r t r t d r dt
→ → → →

Δ → Δ →
= Δ Δ Δ Δ =

→ → → → →

= +

= + Δ = Δ Δ

uuuuur uuuur uuuuur
1 1

1

,

,  / .ср

OM OM MM

r r r v r t

r
rΔr

r

r
r

r
r r
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14. Основные понятия кинематики

Движущаяся точка описывает в пространстве некоF
торую линию, которая называется траекторией точF
ки. В зависимости от траектории движения точки быF
вают прямолинейными и криволинейными.

Естественный способ движения точки применяетF
ся в том случае, когда траектория точки заранее изF
вестна. При движении точки M расстояние s от непоF
движной точки O меняется с течением времени, s = f(t).
Если в начальный момент времени t0 точка занимала
положение M0, а в момент времени t занимает полоF
жение M, то пройденный ею путь за промежуток вреF
мени [0, t] при движении точки в одном направлении
можно записать:

Изменение дуговой координаты равно ds = f′(t)dt.
Приращение пути:

Путь, пройденный точкой за некоторый промежуток
времени,

Векторный способ задания движения точки. ПоF
ложение точки в пространстве определяется задаF

( )σ ′=∫0
0

.
t

t f t dt

( )σ ′= = .d ds f t dt

0 0 0 .M M OM OM s sσ = = − = −

13. Центр тяжести некоторых
линий, плоских фигур и тел

Пусть имеется дуга окружности R. Радиус ОС
будет осью симметрии, значит, центр тяжести будет
лежать на оси х.

Центр тяжести площади кругового сектора. СоF
средоточивая массы элементарных секторов в их центF
рах тяжести, сведем нахождение центра тяжести плоF
щади кругового сектора к нахождению центра тяжести
дуги окружности радиуса 2/3R с центральным углом 

Для дуги радиуса r имеем:

В этом случае r = 2/3R, значит, абсцисса центра тяF
жести площади кругового сектора будет равна:

Центр тяжести тетраэдра. Разделим тетраэдр на
элементарные пластинки плоскостями, параллельныF

0

2 sin
.

3
x R

α
α

=

0

sin
.x r

α
α

=

2 .α

координаты центра тяжести дуги.
α

α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

sin
где , 0  —

R

2

0

cos sin
,

2

R d R
x

R

α

α
ϕ ϕ α

α α
−= =

∫

AB
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ми основанию АСВ. Центры тяжести этих пластиF
нок будут лежать на прямой SF, где F — центр тяF

жести площади основания, который лежит на пересеF
чении медиан, т. е.

Теперь проделаем то же самое по отношению к граF
ни ASB:

Тогда , значит, из подобия:

Окончательно будет:

Центр тяжести объема пирамиды лежит на прямой,
соединяющей центр тяжести площади ее основания
с вершиной на расстоянии 1/4 длины этой прямой.

1 3
, .

4 4
FO SF SO SF= =

1 1
значит, .

3 4
FO OS SF= =

1
, но ,

3
FO KF KF EK EF
OS SC SC ES EC

= = = =

KOF OSCΔ ≈ Δ

1
.

3
EK ES=

1
.

3
EF EC=
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нием радиусFвектора , проведенного из некоF
торого неподвижного центра O в данную точку М.

Чтобы определить движение точки, необходимо
знать, как изменяется с течением времени радиусF
вектор , должна быть задана векторFфункция арF
гумента t: = (t). Траектория точки — это геометриF
ческое место концов радиусFвектора движущейся
точки.

Координатный способ задания движения точки.

Положение точки М в системе отсчета Oxyz опредеF
ляется декартовыми координатами точки x, y, z. При
движении точки М ее координаты со временем меF
няются: x = f1(t); y = f2(t); z = f3(t). Это уравнения дви$

жения точки в декартовых координатах. Уравнения
движения, определяющие координаты точки в любой
момент времени, можно рассматривать как параметF
рические уравнения траектории точки. Например,
уравнения движения точки М имеют вид x = f1(t); y = f2(t);
z = f3(t). Решив 1Fе уравнение, получаем

после чего можно вычислить уравнение траектории
точки в координатной форме:

Пусть движение точки М в плоскости задано уравF
нениями x = f1(t); y = f2(t); тогда, исключив параметр t,
получим уравнение точки в координатной форме:

( )2 .y f xϕ⎡ ⎤= ⎣ ⎦

( ) ( )2 3; .y f x z f xϕ ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( ),t xϕ=

r
rr

r
r
r r

r
r
r

r
r

Определим проекции ускорения точки на естестF
венные координатные оси:

Ускорение точки равно геометрической сумме двух
векторов, один из которых направлен по главной норF
мали и называется нормальным ускорением, а другой
направлен по касательной и называется касательным
ускорением точки. Проекция ускорения точки на главF
ную нормаль равна квадрату модуля скорости точки,
деленному на радиус кривизны траектории в соответстF
вующей точке:

Проекция ускорения точки на касательную равна
второй производной от дуговой координаты точки по
времени или первой производной от алгебраической
величины скорости точки по времени:

2 2 .a d s dt d v dtτ

→

= =

2 .na v R=

ρ τ
→→ →

= +2 2 2.a nv d s dt

τ τ
τ τ

→ → →
→ → →

= = + = +
2 2

2 2 .
d v d ds d s d ds ds d s

a
dt dt dt dt ds dt dt dt

,v ds dtτ
→ →

=

Естественный способ задания движения.

Пусть известны траектория AB, начало и направF
ление отсчета дуговой координаты, а также уравнеF
ние движения точки s = f(t).

Из произвольного центра O проведем в точку М раF
диусFвектор и определим скорость в момент вреF
мени t:

Вектор / направлен по касательной к кривой
в сторону увеличения дуговой координаты.

Вектор / — от этого направления :

Вектор скорости:

Значит,

модуль скорости равен абсолютному значению произF
водной от дуговой координаты точки по времени.

 —dsv v dt

→

= =

/ .v ds dtτ
→ →

=

τ
→ →

= / .dr ds

τ
r

dsdr

dsdr

→ →

= / .v dr dt

r
r
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17. Классификация движений точки
по ускорениям ее движения

Случай 1.

Если в течение некоторого промежутка времени норF
мальное и касательное ускорения точки равны нулю,
то в течение этого промежутка не изменяются ни наF
правление, ни модуль скорости. Это означает, что точF
ка движется равномерно прямолинейно и ее ускореF
ние .

Случай 2.

Если в течение некоторого промежутка времени норF
мальное ускорение не равно нулю и касательное ускоF
рение равно нулю, то происходит изменение направлеF
ния скорости без изменения ее модуля. Это означает,
что точка движется равномерно криволинейно и моF
дуль ее ускорения

в определенный момент времени, то точка не движетF
ся равномерно, а в этот момент времени модуль ее

0a dv dtτ = =

= = 2 .na a v R

0, 0.na aτ

→ →

≠ =

0a=
r

0, 0.na aτ

→ →

= =
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19. Простейшие движения
твердого тела

Существует 5 видов движения твердого тела:
1) поступательное;
2) вращательное;
3) плоское или плоскопараллельное;
4) сферическое;
5) общий случай движения твердого тела.

Поступательное — это такое движение твердого
тела, при котором любая прямая, проведенная в теле,
остается во все время движения тела параллельной
своему начальному положению. 

Теорема. Все точки твердого тела, движущегося
поступательно, описывают одинаковые траектории
и в каждый момент времени имеют геометрически
равные скорости и ускорения.

Скорость и ускорение называются скоростью

и ускорением поступательного движения твердо$

го тела.
Вращательным движением твердого тела назыF

вается такое движение, при котором все точки, приF
надлежащие некоторой прямой, неизменно связанной
с телом, остаются неподвижными. Эта прямая назыF
вается осью вращения тела. Зададимся направлеF
нием оси вращения z, проведем через эту ось две
полуплоскости: неподвижную полуплоскость P и подF
вижную полуплоскость Q, связанную с твердым телом
и вращающуюся вместе с ним. Двугранный угол ϕ межF
ду этими полуплоскостями, отсчитываемый от непоF
движной полуплоскости P к подвижной полуплоскости
Q, называется углом поворота тела. При вращении
тела угол поворота ϕ изменяется в зависимости от
времени: ϕ = f(t) — уравнение вращательного движеF
ния тела.

a
r

v
r

20. Векторные выражения
вращательной скорости,

вращательного
и центростремительного ускорений

Отложим вектор угловой скорости тела от любой
точки оси вращения, направляя его по оси так, чтобы,
смотря навстречу этому вектору, видеть вращение чаF
совой стрелки. Модуль данного вектора равен абсоF
лютному значению угловой скорости:

Псевдовекторы — это векторы, направления котоF
рых не зависят от принятой в каждом конкретном слуF
чае системы координат. При сложении псевдовекторов
действительны правила параллелограмма и многоF
угольника. Вектор углового ускорения характериF
зует изменение вектора угловой скорости в завиF
симости от времени,

Направление вектора совпадает с направлением
вектора при ускоренном вращении и противопоF
ложно ему при замедленном. Вращательное ускореF
ние точки твердого тела, которое вращается вокруг
неподвижной оси, равно векторному произведению
вектора углового ускорения тела на радиусFвектор
этой точки относительно любой точки оси вращения:

ε ε
→ → →

= × .a r

ϖ
ε
r

/ .d dtε ϖ
→ →

=

ϖ
ε
r

.d dtϖ ϕ=

ϖ

18. Движение. Путь. Скорость
и касательное ускорение точки 

Путь, пройденный точкой за некоторый промежуток
времени, — это сумма абсолютных значений элеменF
тарных перемещений точки за данный промежуток
времени. Линия этого графика поднимается вверх неF
зависимо от направления движения точки и только
при остановках точки превращается в прямую, котоF
рая параллельна оси времени t. На графике пути расF
стояния, пройденные точкой в промежуток времени
[t1, t2], суммируются с путем 1 = s1, пройденным
к моменту времени t1. Путь, пройденный точкой к моF
менту времени t2: 2 = 2s1. Алгебраическая величина
средней скорости движущейся точки за промежуток
времени [t1, t2] — это отношение приращения дугоF
вой координаты к промежутку времени:

Следовательно,

т. е. средняя скорость точки за этот промежуток вреF
мени равна тангенсу угла наклона секущей графика
движения к оси времени t. Алгебраическая величиF
на скорости точки в некоторый момент времени t:

tg .v ds dt α= =

1tg ,срv α=

( ) ( )

( ) ( ) α

= − −

− − =

2 1 2 1

2 1 2 1 1

 / ,

/ tg .

срv s s t t

s s t t

σ
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скорости имеет максимум, минимум или наименьF
шую быстроту монотонного изменения.

Случай 3.

Если в течение некоторого промежутка времени норF
мальное ускорение точки равно нулю и касательное усF
корение не равно нулю, то не изменяется направление
скорости, а изменяется ее модуль, т. е. точка движетF
ся по прямой неравномерно.

при этом, если направления векторов и = x совF
падают, то движение точки ускоренное. Если направF
ления векторов и = x противоположны, то двиF
жение точки замедленное. 

в некоторый момент времени, то точка не движется
прямолинейно, а проходит точку перегиба траектории

или модуль ее скорости обращается в нуль.R =∞

2 0na v R= =
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Следовательно, для определения скорости
точки в любой момент времени следует провесF

ти касательную к графику движения в соответствуюF
щей точке A и определить угол α наклона этой касаF
тельной к оси t. Тангенс угла α равен алгебраической
величине скорости точки в этот момент времени. ГраF
фик скорости показывает зависимость алгебраиF
ческого значения скорости точки от времени t.
По графику скорости определяется алгебраическая
величина касательного ускорения точки:

Для определения касательного ускорения точки проF
водят касательную к графику скорости в соответF
ствующей точке B и находят угол β наклона этой
касательной к оси t. Тангенс угла β обуславливает
алгебраическое значение касательного ускорения
точки в этот момент. График касательного ускорения
изображает зависимость алгебраической величины
касательного ускорения αx от времени. Если движение
точки неравномерно криволинейное, то для построеF
ния графиков нормального и полного ускорений точки
числовые значения αn и α для различных моментов
времени определяют с помощью расчета по соответF
ствующим формулам, пользуясь значениями и αx,
определенными по соответствующим графикам.

v

tg .а dv dtτ β= =

v

Центростремительное ускорение точки тверF
дого тела, которое вращается вокруг неподвижF

ной оси, равно векторному произведению вектора угF
ловой скорости тела на вращательную скорость этой
точки:

Передаточные механизмы служат для передачи
вращения от одного вала, который называется веду$

щим, к другому, называемому ведомым. Если оси
ведущего и ведомого валов параллельны или пересеF
каются, то вращение можно передать с помощью
фрикционной или зубчатой передачи. Во фрикционF
ной передаче вращение передается вследствие дейF
ствия силы сцепления на поверхности соприкасаюF
щихся колес, в зубчатой передаче — от зацепления
зубьев. Вращательная скорость в точке соприкасаF
ния колес относится к точкам обоих колес:

Тогда

т. е. угловые скорости колес обратно пропорциональF
ны радиусам колес. Отношение угловой скорости веF
дущего колеса к угловой скорости ведомого колеса
называется передаточным числом: i = 1/ 2.ϖϖ

ϖ ϖ =1 2 2 1,r r

ϖ ϖ= =1 1 2 2.v r r

v
r

ϖ ϖ
→ → →

= × .a v

Величина, характеризующая быстроту измеF
нения угла поворота ϕ с течением времени, наF

зывается угловой скоростью тела.
Числовая величина, характеризующая быстроту изF

менения угловой скорости с течением времени, назыF
вается угловым ускорением тела.

Пусть дана окружность, представляющая собой траекF
торию произвольной точки M тела. При этом R — расF
стояние точки от оси вращения, равное радиусу этой
окружности. Если OC — радиус, лежащий в неподвижF
ной полуплоскости P, а NC — радиус, лежащий в подF
вижной полуплоскости Q и вращающийся вместе
с ней, то

Угол NCM = α при вращении его сторон NC и MC
вместе с телом не изменяется, т. е. α = const. ПоложеF
ние точки M можно определить дуговой координатой
s, отсчитанной от неподвижной точки O в направлении
отсчета угла поворота ϕ. Тогда

где углы ϕ и α выражены в радианах. Модуль скорости
точки M:

ϕ ϖ= = = .v ds dt R d dt R

ϕ α=∪ = +( ),s OM R

( )ϕ∠ = = .OCN f t

18б

19б20б



24. Теорема об ускорениях точек
плоской фигуры и ее следствия.

Положение мгновенного
центра ускорений

Ускорение точек плоской фигуры определяется слеF
дующей теоремой: ускорение любой точки плоской
фигуры равно геометрической сумме ускорения этой
точки в ее вращении вместе с плоской фигурой вокруг
полюса.

В каждый момент времени существует точка плосF
кой фигуры, ускорение которой в этот момент равно
нулю. В определенный момент времени ускорение неF
которой точки O плоской фигуры равно 0, фигура
вращается ускоренно в направлении, противоположF
ном направлению вращения часовой стрелки, а модуF
ли угловой скорости и углового ускорения плоской
фигуры равны и . Угол α = arctg / 2, причем

— модуль вектора . Если tg α = / 2 > 0, то соотF
ветствующий этому тангенсу угол находится в предеF
лах от 0 до 90°. Затем нужно отложить угол α от ускоF
рения 0 по направлению углового коэффициента .
В данном случае это нужно сделать в сторону, обратF
ную вращению часовой стрелки, значит, отложим отF
резок на проведенной полупрямой:

Если точка O — полюс, то ускорение построенной
точки Q:

→ → →

= + .Q O OQa a a

ε ϖ= +2 4
0 .OQ a

εa
r

ϖεεε
ϖεεϖ

a
r
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21. Плоское движение твердого тела

Плоское или плоскопараллельное движение

твердого тела — это такое движение, при котором
каждая точка тела движется в плоскости, параллельF
ной некоторой неподвижной плоскости.

Пусть дана система точек тела, расположенных на
одном перпендикуляре к неподвижной плоскости Q,
точка C1 движется в плоскости Q1, а точка C2 — в плосF
кости Q2. Обе эти плоскости параллельны неподвижF
ной плоскости Q. При движении тела отрезок C1C2
остается перпендикулярным плоскости Q, т. е. остаетF
ся параллельным своему начальному положению,
следовательно, траектории A1B1, A2B2, AB точек тела
C1, C2, C тождественны и параллельны, а их скорости
и ускорения равны: 1 = 2 = , 1 = 2 = . Значит,
движение каждой точки плоской фигуры в неподвижF
ной плоскости Q определяет движение всех точек
твердого тела, расположенных на перпендикуляре
к плоскости Q, восстановленном в этой точке. ДвижеF
ние плоской фигуры в ее плоскости можно рассматF
ривать как движение прямолинейного отрезка в этой
плоскости.

Зависимость между скоростями точек плоской фиF
гуры устанавливается по следующей теореме: скоF
рость любой точки плоской фигуры равна геометриF
ческой сумме скорости полюса и скорости этой точки
в ее вращении вместе с плоской фигурой вокруг поF
люса.

Пусть точка O — полюс, а скорость в этой точке равF
на 0. Для нахождения скорости любой точки плоской
фигуры, к примеру точки A, нужно провести из непоF
движной плоскости O1 в точки O и A радиусFвекторы 

0 и A. Кроме того, проведем радиусFвектор 0A изr
r

R
r

R
r

v
r

r
a

r
a

r
av

r
v
r

v
r

23. Уравнения неподвижной
и подвижной центроиды

Теорема Шаля: плоскую фигуру можно перемесF
тить из одного положения в любое другое положение
на плоскости одним поворотом некоторого неподвижF
ного центра.

Пусть дан отрезок, который соединяет точки A и B
плоской фигуры. Он занимает на плоскости в два разF
личных момента времени положения AB и A1B1. Из сеF
редин отрезков AA1 и BB1 проведем перпендикуляры
к отрезкам и продолжим их до пересечения в некотоF
рой точке C. Докажем, что данная точка неподвижной
плоскости есть центр поворота для данного конечного
перемещения плоской фигуры. Если соединить точку
C с концами отрезков AB и A1B1, получатся треугольF
ники ACB и A1CB1. Тогда эти треугольники равны соF
гласно равенству трех их сторон: A1B1 = AB, A1C = AC,
B1C = BC.

Каждым двум положениям плоской фигуры на плосF
кости соответствует собственный центр поворота.
Предельным положением центра поворота при стремF
лении времени перемещения плоской фигуры t к нуF
лю является точка неподвижной плоскости, с которой
в данный момент времени совпадает мгновенный
центр скоростей плоской фигуры. Модуль скорости 
точки A:

где точка C* — мгновенный центр вращения фигуры. 
На неподвижной плоскости имеются положения

A1B1, A2B2, A3B3, … отрезка AB, который определяет
положение плоской фигуры в моменты времени t,

ϖ∗= × ,v C A

v

Δ

22. План скоростей.
Мгновенный центр скоростей

Пусть известны скорости точек A, B, C и D плоской
фигуры. Откладываем из произвольной точки O по наF
правлению скоростей точек A, B, C и D отрезки Oa, Ob,
Oc, Od, равные скоростям этих точек. Затем соединим
точки a, b, c и d отрезками прямых. Такое построение
называется планом скоростей. Отрезки a, b, c,

d, — лучи, а точки a, b, c, d — вершины плана скороF
стей. В треугольнике aOb:

тогда

Каждый из отрезков, соединяющих вершины плана
скоростей, геометрически равен вращательной скоF
рости соответствующей точки фигуры вокруг другой
точки как вокруг полюса, следовательно, 
и , и , и . Таким
образом, многоугольник abcd подобен многоугольниF
ку ABCD и повернут относительно последнего на 90°
в сторону вращения движущейся плоской фигуры.
Пусть известны скорость некоторой точки O плоской
фигуры 0 и угловая скорость фигуры в некоторый
момент времени. Точка O является полюсом, тогда скоF

ϖv
r

cd CD⊥cd CD=bc BC⊥bc BC=ab AB⊥
ϖ= ×ab AB

→ → → →

= =, .BC CDbc v cd v

,ABab v
→ →

=

→ → → → → →

= + = +, ,B A ABOb Oa ab v v v

O
r O

r
O
r

O
r

21а

23а

22а

24а
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рость любой точки фигуры равна геометричеF
ской сумме скорости полюса 0 и вращательной

скорости вокруг этого полюса. Проведем в точке О
перпендикуляр к направлению скорости 0 так, чтобы
направление поворота скорости 0 к этому перпендиF
куляру совпадало с направлением вращения фигуры.
Затем найдем конкретную точку P, вращательная скоF
рость которой равна по модулю скорости полюса 0
или 0P = 0. Направления данных скоростей противоF
положны, т. е. 0P = – 0. Скорость точки P

Следовательно, точка P в рассматриваемый момент
времени является мгновенным центром скоростей.
Для определения положения точки P нужно вычислить
вращательную скорость точки P вокруг полюса O
и приравнять ее к скорости полюса:

Таким образом, мгновенный центр скоростей плосF
кой фигуры находится на перпендикуляре к направF
лению скорости полюса на расстоянии от полюса

0/ . Скорость любой плоской фигуры в каждый моF
мент времени имеет модуль, который равен произвеF
дению угловой скорости фигуры на длину отрезка, соF
единяющего точку с мгновенным центром скоростей,
и направлена перпендикулярно этому отрезку в стоF
рону вращения фигуры.

ϖv
r

ϖ ϖ= × = =0 0 0, .Pv OP v OP v

0 0 0.P Pv v v
→ → →

= + =

v
r

v
rv

r
v
r v

r

v
r v

r

v
r

Ускорение точки Q во вращательном движении
вокруг полюса O состоит из центростремительF

ного ускорения и вращательного. Причем вращательF
ное направлено по отношению к полюсу в сторону, соF
ответствующую направлению углового ускорения :

Ускорение OQ образует с отрезком угол β, причем

Углы α и β лежат в пределах от 0 до 90°, а значит,
β = α. Таким образом, ускорения 0Q и 0 равны по абF
солютной величине, но противоположны по направлеF
нию: 0Q = – 0, Q = 0. Точка Q, ускорение которой
в определенный момент времени равно нулю, назыF
вается мгновенным центром ускорений. При этом
модули ускорений точек плоской фигуры в каждый моF
мент времени пропорциональны расстояниям от этих
точек до мгновенного центра ускорений, а векторы усF
корений составляют с отрезками, соединяющими данF
ные точки с мгновенным центром ускорений, один и тот
же угол:

α β ϖ= 2arctg .

a
r

a
r

a
r

a
r

a
r

2

2
tg tg .OQ

OQ

a a
OQ

OQa

ε

ϖ

ε ε
β α

ϖ
= = = =

a
r

( ) ( )ε ϖ ε ϖ

ε ϖ ε ϖ

= + = + =

= + × + =

2 2 2 4

2 4 2 4 .

OQ OQ OQ

O O

a a a OQ

a a

ε
r

t + t, t + 2 t, t + 3 t, … Предельные положения
центров поворота C1, C2, C3, … — это мгновенF

ные центры вращения плоской фигуры, поэтому в преF
деле ломаная линия C1C2C3C4… преобразуется в криF
вую, которая называется неподвижной центроидой.
Линия C1′C2′C3′C4′ обращается в кривую, которая
является геометрическим местом точек мгновенных
центров скоростей на движущейся фигуре. Она назыF
вается подвижной центроидой.

Теорема Пуансо о качении подвижной центрои$

ды по неподвижной. При действительном движении
плоской фигуры подвижная центроида катится без
скольжения по неподвижной центроиде.

Уравнения неподвижной центроиды в параметF
рической форме в неподвижной системе координат
имеют вид:

Уравнения подвижной центроиды в параметриF
ческой форме в подвижной системе осей имеют вид:

ξ η
ϕ ϕ

ϖ

ξ η
ϕ ϕ

ϖ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

0 0

0 0

1
sin cos ,

1
cos sin .

P

P

d d
x

dt dt

d d
y

dt dt

0
0

0
0

1
 ,

1
.

P

P

d

dt
d

dt

η
ξ ξ

ϖ
ξ

η η
ϖ

= −

= +

ΔΔΔ

полюса O в точку A. За все время движения межF
ду радиусFвекторами сохраняется следующая заF

висимость:

где модуль 0A = const. Тогда скорость точки A:

скорость полюса O. При движении плоской фигуры
модуль радиусFвектора 0A остается неизменным, а наF
правление его при повороте фигуры изменяется. СлеF
довательно:

После подстановки получим

Следствие 1. Проекции скоростей точек плоской
фигуры на ось, проходящую через эти точки, алгебраиF
чески равны.

Следствие 2. Концы скоростей точек неизменяеF
мого отрезка лежат на одной прямой и делят эту пряF
мую на части, пропорциональные расстояниям между
соответствующими точками отрезка.

ϖ
→ → →

= + ×0 0 .A Av v r

ϖ
→ →

= = ×0 0 0, .A A Ad r dt v v OA

r
r

0  —Av d R dt v
→ → →

= =

r
r

00 ,AAR R r
→ → →

= +
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25. Определение ускорений точек
и угловых ускорений звеньев

плоского механизма

Пусть нужно найти ускорение ползунка В кривошипF
ноFшатунного механизма и угловое ускорение шатуна
АВ этого механизма, если известно, что кривошип ОА
вращается равномерно с угловой скоростью ω в наF
правлении, противоположном направлению движения
часовой стрелки.

Следует использовать следующее:
1) модуль и направление ускорения wA пальца кривоF

шипа А wA = wA
ц = OA × ω2;

2) прямую, по которой направлено ускорение ползунF
ка В;

3) угловую скорость wАВ шатуна АВ, которую легко опF
ределить по плану скоростей или применением
мгновенного центра скоростей.

Зная скорость пальца А кривошипа vA, модуль котоF
рой равен vA = OA × ω, можно определить скорость vB
ползунка В по плану скоростей или при помощи мгноF
венного центра скоростей. Затем вычисляют модуль
угловой скорости шатуна АВ:

wAB = ab / AB

или

wAB = vA / (PABA) = OA × ω / (PAB A).

Приняв точку А шатуна за полюс, можно вычислить
ускорение точки В по формуле:

wB = wA + wAB
ц + wAB

В.

27. Ускорения точек твердого тела
при сферическом движении

Для определения ускорения какойFлибо точки при
сферическом движении используется формула v = ω × r.
Тогда

w = dv / dt = dω / dt × r + ωdr / dt,

однако

dω / dt = ε, а dr / dt = v = ω × r.

Подставляя эти значения, получим: 

w = ε × r + ω × v
или w = ε × r + ω × (ω × r),

где ε × r = wE
B — вращательное ускорение точки;

ω × v = ωΩ
ос — центростремительное ускорение

точки.
Это обусловливает теорему Ривальса об ускорении

точки тела, совершающего сферическое движение:
ускорение любой точки твердого тела при сферичеF
ском движении определяется как геометрическая сумF
ма ее вращательного и осестремительного ускорений.
Вектор wE

B = ε × r имеет направление, перпендикулярF
ное плоскости, проходящей через вектор углового усF
корения ε. РадиусFвектор точки r направлен в ту стоF
рону, откуда поворот вектора ε к вектору r на
наименьший угол виден происходящим против двиF
жения часовой стрелки.

28. Теорема о скоростях точек
свободного твердого тела и ее

следствия. Теорема об ускорениях
точек свободного твердого тела

Рассмотрим случай движения свободного твердого
тела, которое имеет 6 степеней свободы. При этом
треугольник можно переместить поступательным пеF
ремещением вместе с какойFлибо точкой и поворотом
относительно оси, которая проходит через эту точку.
Любое движение свободного тела можно заменить
совокупностью поступательных движений вместе с каF
койFлибо точкой тела и вращений вокруг этой точки,
совершаемых за то же время, что и истинное движеF
ние. Другим словами движение тела можно составить
из поступательного движения и сферического относиF
тельно системы координат. Для относительного сфеF
рического движения: — угловая скорость, — углоF
вое ускорение. Эти величины не зависят от выбора
точки тела.

Пусть OaXYZ — неподвижная система координат, О —
произвольно выбранный полюс. При этом система коF
ординат OXYZ получается из OaXYZ поступательным
перемещением, которое определяется вектором R0.
Пусть Р — некоторая точка тела, ρ и r — вектор ОР, заF
данный своими компонентами в системах координат.

Теорема. Существует единственный вектор ω, наF
зываемый угловой скоростью тела, с помощью котоF
рого скорость v точки Р тела может быть представлеF
на в виде:

v = vО + ω × r,

где vО — скорость полюса О; при этом вектор ω от выF
бора полюса не зависит.

εω

26. Сферическое движение
твердого тела

При движении твердого тела, имеющего одну непоF
движную точку, все остальные точки тела движутся по
сферическим поверхностям, центры которых совпаF
дают с неподвижной точкой. Такое движение назыF
вают сферическим движением твердого тела. 

Воспользуемся двумя системами осей координат:
неподвижной системой OXYZ с началом в неподвижF
ной точке О и подвижной системой Оξηζ, неизменно
связанной с твердым телом, с началом в той же непоF
движной точке О; здесь OJ — линия пересечения неF
подвижной плоскости XOY и подвижной плоскости ξОη,
называемая линией узлов. Пусть

Углы ϕ, ψ, θ будут положительными, если при наблюF
дении навстречу осям z, J, ζ, перпендикулярным плосF
костям этих углов, можно видеть эти углы, отложенные
от осей x, z, J в направлении, противоположном наF
правлению движения часовой стрелки.

ψ = f1(t), θ = f2(t), ϕ = f3(t).

Их называют уравнениями сферического движения
твердого тела.

Теорема Эйлера$Даламбера. Твердое тело, котоF
рое имеет одну неподвижную точку, можно переместить
из одного положения в любое другое поворотом воF
круг некоторой оси, проходящей через неподвижную
точку.

ψ ζ θ ξ ϕ∠ ∠ ∠(x, J) = , (z, ) = , (J, ) = .

28а

25а 26а
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Проведем сферическую поверхность с центF
ром в неподвижной точке О и отметим положеF

ния двух точек тела А1 и В1 на этой поверхности, котоF
рые после перемещения тела займут положения А2
и В2 на той же поверхности.

Затем проведем через эти точки дуги больших круF
гов А1В1 и А2В2, тогда положение тела в некоторый
момент t1 определится точками А1 и В1, т. е. дугой А1В1,
а его положение в момент t2 — той же дугой в новом
положении А2В2. После этого проведем дуги больших
кругов А1А2 и В1В2. Разделим эти дуги точками D и Е
пополам и проведем из этих точек дуги больших круF
гов, перпендикулярные дугам А1А2 и В1В2, продолжив
их до пересечения в точке С. Затем соединим точку С
поверхности с ее центром О и покажем, что тело можF
но переместить из первого положения во второе поF
воротом вокруг этой прямой. Соединим точку С с точF
ками А1, В1, А2, В2 дугами больших кругов А1С, В1С,
А2С, В2С. Получившиеся сферические треугольники
А1СА2 и В1СВ2 равны по равенству трех сторон А1С =
= А2С и В1С = В2С, как стороны равнобедренных сфеF
рических треугольников А1СА2 и В1СВ2, а А1В1 = А2В2,
как два положения одной и той же дуги. Из равенства
треугольников вытекает ∠А2СВ2 = ∠А1СВ1. При этом
угол сферического треугольника определяется углом
между касательными, проведенными в вершине угла
к дугам, образующим этот угол. Прибавляя к обеим
частям равенства ∠А1СВ2, получим ∠А1СА2 =∠В1СВ2 = α.
Это означает, что сферический отрезок А1В1 можно
переместить в положение А2В2 поворотом вокруг неF
подвижной оси ОС.

Следствие 1. В каждый момент времени проF
екции скоростей любых 2Fх точек твердого тела

на прямую, проходящую через эти точки, равны межF
ду собой. 

Следствие 2. Скорости 3Fх точек твердого тела, не
лежащих на одной прямой, полностью определяют
скорость любой точки тела.

Следствие 3. Если векторы скоростей 3Fх точек
твердого тела, не лежащих на одной прямой, в некотоF
рый момент времени равны, то тело совершает мгноF
венно поступательное движение.

Следствие 4. Если в данный момент времени скоF
рости 2Fх точек тела равны нулю, то тело либо нахоF
дится в мгновенном покое, либо совершает мгновенF
ное вращение вокруг прямой, проходящей через эти
точки.

Следствие 5. Если скорость некоторой точки тела
в данный момент времени равна нулю, то тело нахоF
дится либо в мгновенном покое, либо в мгновенном
вращении вокруг оси, проходящей через эту точку.

Следствие 6. Мгновенное движение твердого тела
в самом общем случае разлагается на два движения:
поступательное со скоростью, равной скорости произF
вольного полюса, и вращательное вокруг оси, проходяF
щей через этот полюс.

Теорема. Ускорение точки твердого тела в общем
случае его движения складывается из трех составF
ляющих:
1) поступательного ускорения;
2) вращательного ускорения вокруг полюса;
3) осестремительного ускорения.

Модуль вращательного ускорения:

где hЕ = МК1 — расстояние от точки М до оси углового
ускорения Е.

Вектор центростремительного ускорения

ωΩ
ос = ω × v

имеет направление, перпендикулярное векторам углоF
вой скорости ω и линейной скорости точки v.

Модуль осестремительного ускорения:

где hΩ = MK2 — расстояние от точки M до мгновенной
оси Ω.

Модуль ускорения:

Из этого выражения можно получить формулу усF
корения точки тела, вращающегося вокруг неподвижF
ной оси:

где R = hE = hΩ.

2 4 ,w R ε ω= +

ε ω εω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

= + + =

= + +

2 2

2 2 2 4 2

w ( ) ( ) 2 cos( , )

2 cos( , ).

B oc B oc B oc
E E E

B oc
E E E

w w w w w w

h h h h w w

  sin( , )    ,oc wv w v wv hω εΩ Ω= = =

ε ε ε= =sin( , )  ,B
E EW r r h

Центростремительное ускорение точки В в ее
вращательном движении вокруг полюса А направF

лено по оси шатуна от точки В к точке А, а его модуль
равен:

wAB
ц = OA × ω2

AB = АВ(ab / АВ)2 = (ab)2 / АВ.

Отложив в точке В ускорение полюса wA и приложив
к его концу центростремительное ускорение точки В
во вращательном движении вокруг полюса А, направF
ленное параллельно ВА от В к А, проводят из конца
wАВ

ц прямую, перпендикулярную ВА, т. е. прямую, паF
раллельную вращательному ускорению wAB

В.
Точка пересечения этой прямой с прямой, по котоF

рой направлено ускорение ползунка В, определит неF
достающую вершину многоугольника ускорений, блаF
годаря чему можно будет найти графически модули
ускорений wB и wAB

В.

Так как wAB
В = AB × εAB, то, определив wAB

В, найдем
модуль углового ускорения звена АВ.

Отложив найденное ускорение wAB
В из точки В, можF

но установить, что его направление по отношению
к полюсу А укажет направление углового ускорения
шатуна εAB. Если направления εAB и wAB противоположF
ны, то шатун в данный момент вращается замедленно.

Когда кривошип и шатун находятся на одной пряF
мой, то мгновенный центр скоростей шатуна РАВ совF
падает с точкой В, план скоростей шатуна АВ получает
вид отрезка прямой, поскольку направления ускореF
ний wA и wАВ

ц совпадают.

25б26б

27б28б
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29. Составное движение точки

Движение точки М относительно неподвижной систеF
мы координат называется абсолютным, а по отношеF
нию к подвижной системе координат — относитель$

ным. Скорости и ускорения точки, рассматриваемые
по отношению к указанным системам, соответственно
называются абсолютными и относительными. ДвиF
жение подвижной системы координат OXYZ по отноF
шению к неподвижной системе отсчета Аξηζ является
для движущейся точки переносным движением. СоотF
ветственно скорости и ускорения называются пере$

носными. Движение подвижной системы координат
можно охарактеризовать скоростью ее поступательF
ного движения v0, например вместе с точкой М, и векF
тором угловой скорости w ее вращения вокруг М.

Теорема о сложении скоростей. Абсолютная скоF
рость va точки при сложном движении равна векторF
ной сумме относительной vr и переносной ve скороF
стей. Пусть положение точки М в подвижной системе
координат определяется радиусFвектором ρ, в непоF
движной — радиусFвектором r, а положение начала
подвижной системы координат относительно непоF
движной — радиусFвектором r0, тогда r = r0 + ρ. ПроF
дифференцировав это выражение, получим:

dr/dt = dr0/dt + we × ρ + d′ρ/dt,

где е — переносное движение. На основании опреF
деления абсолютной, относительной и переносF
ной скоростей имеем:

va = dr/dt, vr = d′ρ/dt, ve = v0 + we × ρ.

31. Свободное падение тела
без учета сопротивления воздуха.

Движение тела, брошенного
под углом к горизонту без учета

сопротивления воздуха

Свободное падение тела без учета сопротивле$

ния воздуха. Материальную точку массой m бросили
вертикально вверх с поверхности Земли со скоростью
v0. Она движется под действием силы тяжести по заF
кону тяготения Ньютона. Требуется найти зависиF
мость скорости точки от ее расстояния до центра ЗемF
ли, не учитывая сопротивления воздуха.

Решение. Направим ось ОX по прямолинейной траF
ектории точки и выберем начало координат в центре
Земли. В соответствии с законом Ньютона для силы
тяготения имеем: F = k/х2.

В данном случае k удобнее выразить из условия, что
на поверхности Земли сила тяготения F равна силе тяF
жести P = mg, при x = R получим:

mg = k/R2; k = mgR2,

где g — ускорение силы тяжести у поверхности Земли;
R — радиус Земли.

Подставляя полученное значение k в выражение для
силы тяготения, придем к следующей формуле:

F = mgR2/x2.

Получили дифференциальное уравнение:

md2x/dt2 = – mgR2/x2,

32. Движение падающего тела
с учетом сопротивления воздуха

Пример. Точка массой m падает вертикально вниз
без начальной скорости под действием силы тяжести.
При этом она испытывает силу сопротивления воздуF
ха R:

R = kmv2,

где k — постоянная положительная величина.
Решение. Направим ось ОX вертикально вниз, поF

ложив за начало координат положение точки в момент
начала движения. В этот же момент примем t = 0.
В произвольный момент времени прикладываем к точF
ке действующие на нее силы Р и R и составляем дифF
ференциальное уравнение ее движения. Имеем:

md2x/dt2 = mg – kmv.

При этом скорость можно определить зависимостью:

md2x/dt2 = mvdv/dx.

Последняя подстановка позволяет исключить из
дифференциального уравнения время при определеF
нии скорости.

dv/dt = k(g/k – v2).

Разделяя переменные и интегрируя обе части, поF
лучаем:

2
0 0

.
/

v tdv
k dt

g k v
=

−
∫ ∫

30. Основные понятия динамики.
Основные законы механики

Положение точки в пространстве относительно каF
койFлибо системы отсчета обуславливается тремя неF
зависимыми параметрами или координатами точки.
В классической механике время универсально и не
связано с пространством и движением материальных
точек.

Динамикой называется раздел теоретической меF
ханики, в котором изучается механическое движение
материальной точки, системы материальных точек
и абсолютно твердого тела с учетом сил, которые дейF
ствуют на эти движущиеся объекты. Сила в динамике
характеризуется ускорением, которое она вызывает.

Первая задача динамики. По заданному механиF
ческому движению тела определяют силы, под дейстF
вием которых совершается это движение.

Вторая задача динамики. По заданным силам, приF
ложенным к телу, и начальным условиям определяют
движение, которое они вызывают.

В основе динамики лежат законы Ньютона и ГалиF
лея. Системы координат, в которых справедливы заF
коны Ньютона, называются инерциальными (гали$

леевыми).
Закон инерции (закон Галилея). Изолированная

материальная точка движется равномерно и прямолиF
нейно или находится в покое до тех пор, пока дейстF
вие других тел на эту материальную точку не изменит
ее состояние.

Изолированной называется материальная точка,
взаимодействием которой с окружающими телами преF
небрегают. Свойством инертности называется свойF

31а 32а

29а 30а
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ство изолированной материальной точки сохраF
нять состояние прямолинейного движения.

Основной закон динамики (второй закон Ньюто$

на). Скорость изменения количества движения матеF
риальной точки равна силе, которая действует на эту
точку. Также справедливо, что ускорение материальF
ной точки пропорционально приложенной к ней силе
и имеет одинаковое с ней направление.

d(mv)/dt = F,

где mv — количество движения материальной точки;
m — масса точки.

Массой материальной точки называется физичеF
ская величина, являющаяся мерой ее инертных и граF
витационных свойств.

Закон равенства действия и противодействия

(третий закон Ньютона). Силы взаимодействия двух
материальных точек или двух тел (действие и протиF
водействие) равны по величине, направлены в противоF
положные стороны и имеют общую линию действия:

F1 = – F2.

Закон независимости действия сил (принцип

суперпозиции). Ускорение материальной точки, котоF
рое возникает при одновременном действии на нее
нескольких сил, равно векторной сумме ускорений,
сообщаемых точке отдельными силами.

При t = 0 и v = 0

или ln((g/k)1/2 – v)/((g/k)1/2 + v))) – ln1 = –2(g/k)1/2t.

Потенцируя и решая относительно v, получаем:

Переходя в уравнении к пределу при t , получаем:

Закон движения точки

( )=∫ ∫
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∫ ∫ v = (v0
2 + 2gR2(1/x – 1/R))1/2.

Движение тела, брошенного под углом к гори$

зонту без учета сопротивления воздуха. Пусть в точF
ке М в начальный момент времени t тело находитF
ся в начале координат и имеет скорость v0, лежащую
в плоскости OXZ и направленную под углом ∠α к гориF
зонту. При этом начальные условия t0 = 0, тогда:

С1 = v0cosα, С2 = 0, С3 = v0sinα, С4 = С5 = С6 = 0.

Закон движения точки:

x = tv0cosα,
y = 0,

z = tv0sinα – gt2/2.

Таким образом, траекторией движения точки М явF
ляется плоская кривая, лежащая в плоскости OXZ.

⎧ = = =− +
⎪
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⎪ = + = + =− + +
⎩

&
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2 2/ ,
v x

v R
vdv gR dx x=−∫ ∫

Теорема о сложении ускорений (теорема

Кориолиса). Абсолютное ускорение точки при
составном движении равно векторной сумме относиF
тельного, переносного ускорений и ускорения КориоF
лиса:

a = dv/dt = d/dt(v0 + we × ρ + vr).

Поскольку dv0/dt = a0, dw/dt = ε, то получим для абсоF
лютного ускорения:

a = a0 + ε × r + w × (w × r) + ar + 2(w × vr).

В этой формуле первые три слагаемых составляют
ускорение точки свободного твердого тела в общем
случае его движения вместе с подвижной системой коF
ординат, ε × r и w × (w × r) — вращательное и осестреF
мительное ускорения точки. Это уравнение примет вид:

a = ae + ar + ak,

где ak — ускорение Кориолиса, ak = 2(w × vr).
При поступательном переносном движении абсоF

лютное ускорение точки равно геометрической сумме
относительного и переносного ускорений.

29б30б

31б32б
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33. Колебательное движение точки.
Свободные колебания

Пусть точка М движется прямолинейно под дейстF
вием одной только восстанавливающей силы F, наF
правленной к неподвижному центру О и пропорциоF
нальной расстоянию от этого центра. Проекция силы F
на ось OX: Fx= –сx.

Будем искать закон движения точки М. Составим
дифференциальное уравнение движения в проекции
на ось OX, тогда получим: mx′′ = Fx или mx′′ = сх. РазF
делим обе части равенства на m и введем обозначеF
ние cm = k2, тогда приведем уравнение к виду:

которое представляет собой дифференциальное

уравнение свободных колебаний при отсутствии

сопротивления. Решение этого линейного однородF
ного дифференциального уравнения второго порядка
находят в виде x = ent.

Колебания, совершаемые точкой по этому закону,
называются гармоническими колебаниями.

Пусть точка В движется равномерно по окружности
радиуса А из положения В0, определяемого углом
∠DOB0 = α. Обозначим постоянную угловую скорость
вращения радиуса ОВ через k. Тогда в произвольный
момент времени t угол ϕ = ∠DOB = α + kt, а проекция М
точки В на диаметр, перпендикулярный DE, движется
по закону х = Asin(kt + α), где х = ОМх. Другими словаF
ми, она совершает гармонические колебания. АмплиF
туда колебаний — величина А, равная наибольшему
отклонению точки М от центра колебаний О. Величина
ϕ = α + kt называется фазой колебаний, она в отличие

′′+ =2 0,x k x

35. Математический маятник
и его малые колебания

Математический маятник — тяжелая материальF
ная точка, которая двигается либо по вертикальной
окружности (плоский математический маятник), либо
по сфере (сферический маятник). 

Будем рассматривать движение плоского матемаF
тического маятника по окружности радиуса l с центF
ром в точке О. Определим положение точки М (маятF
ника) углом отклонения ϕ радиуса ОМ от вертикали.
Направляя касательную Mτ в сторону положительного
отсчета угла ϕ, можно составить естественное уравнеF
ние движения, которое образуется из уравнения двиF
жения mw = F + N, где F — действующая на точку активF
ная сила, а N — реакция связи.

Проекции на ось τ даст нам одно из естественных
уравнений движения точки по заданной неподвижной
гладкой кривой:

В начальный момент маятник отклонен от вертикали
на угол ϕ и опущен без начальной скорости, тогда наF

ϕ ϕ
ω ϕ ω ϕ=− + =

2 2
2

2 2sin , sin 0.
d d

dt dt

ϕ ϕ
ϕ ϕ=− =−

2 2

2 2sin , sin ;
d d g

l g
dt dt l

τ τ= =
2

2 или ;
dv d S

m F m F
dt dt

36. Динамика относительного
движения материальной точки

Пусть есть инерциальная система отсчета O1X1Y1Z1
и материальная точка массой m, на которую дейстF
вуют приложенные силы F и N, где F — равнодейстF
вующая заданных активных сил; N — равнодействуюF
щая сил реакций связей. 

Если ввести другую, неинерциальную, систему отF
счета OXYZ, которая в общем случае может двигаться
относительно инерциальной как свободное твердое
тело, то по теореме сложения ускорений имеем:

где аi — соответственно переносное, относительное
и кориолисово ускорения. 

После преобразований получим:

где Фе = –mае, Фк = –mак — соответственно переF
носная и кориолисова силы инерции.

Динамическая теорема Кориолиса. Материальная
точка движется относительно неинерциальной систеF
мы отсчета так же, как и относительно инерциальной,
только к приложенным активным силам и реакциям
связей следует добавить переносную и кориолисову
силы инерции.

Если координаты движущейся точки относительно
подвижной системы координат OXYZ в момент времеF

= + + + ,r е кma F N Ф Ф

,e r кa a a a= + +

34. Затухающие колебания
материальной точки, апериодическое

движение точки. Явление биений.
Явление резонанса

Пусть на материальную точку М с массой m, кроме
восстанавливающей силы F, проекция которой на ось
OX равна сх, действует также сила сопротивления R,
проекция которой на ту же ось равна ах. Разделим обе
части этого уравнения на m и получим:

k2 + 2hx + x = 0,

линейное однородное дифференциальное уравнение.
Ему соответствует характеристическое уравнение:

λ2 + 2hλ + k2 = 0.

Корни этого уравнения:

λ1,2 = – h ± (h2 + k2)1/2.

Движение точки М, описываемое таким уравнением,
не будет периодическим, поскольку не существует таF
кой постоянной, прибавляя которую к аргументу t, поF
лучили бы равенство x(t + T) = х(t), справедливое при
любых значениях t. Однако движение точки М имеет
колебательный характер. Коэффициент h, характеF
ризующий быстроту затухания колебаний во времени,
называется коэффициентом затухания. Он опредеF
ляется отношением коэффициента сопротивления к веF
личине удвоенной массы колеблющейся материальF
ной точки.

34а33а
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Условный период затухающих колебаний

(апериодический) — это промежуток времени
между двумя последовательными прохождениями
точки М через положение статического равновесия
в фиксированном направлении.

Вынужденными называются колебания материальF
ной точки, если на точку, кроме восстанавливающей
силы F, действует некоторая изменяющаяся во вреF
мени возмущающая сила Q.

неоднородное линейное дифференциальное урав$

нение второго порядка с постоянными коэффи$

циентами.
Колебание точки М состоит из следующих трех типов:

1) свободных колебаний, которые зависят от начальF
ных условий и имеют частоту собственных колебаF
ний k;

2) вынужденных колебаний, которые имеют частоту
собственных колебаний k;

3) вынужденных колебаний, которые имеют частоту
ω возмущающей силы Q и амплитуду. При частоте
возмущающей силы, близкой к частоте собственF
ных колебаний точки, возникает явление, называеF
мое биением; при совпадении указанных частот наF
ступает явление резонанса.

2    sin( )x k x H tω σ+ = +&&

π π
= = = +

+
2 2

2 2

2 2
* , * .

*
T k k h

kk h

ни t есть х, у, z, то в проекциях на подвижные оси
координат уравнение примет форму:

Относительное движение по инерции. Если маF
териальная точка движется относительно подвижной
системы отсчета прямолинейно и равномерно, то таF
кое движение называют относительным движением

по инерции. При этом относительная скорость vr посF
тоянна по модулю и направлению, а значит, относиF
тельное ускорение а = 0.

Относительный покой. При покое материальной
точки относительно подвижной системы отсчета ее
относительные скорость, ускорение и ускорение КоF
риолиса равны нулю. При абсолютном движении по
инерции или абсолютном равновесии относительно
инерциальной системы отсчета имеем для сил одно
и то же условие F + N = 0.

Инерциальные системы отсчета.

где а0 — ускорение точки, принятой за полюс;
ω — угловая скорость вращения подвижной систеF
мы координат вокруг выбранного полюса;
ε — угловое ускорение этого вращения;
r — радиусFвектор движущейся точки относительF
но выбранного полюса.

0     (   ),ea a r rε ω ω= + × + × ×

.
x x ex кх

y y ey кy

z z ez кz

mx F N Ф Ф

my F N Ф Ф
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⎫= + + +
⎪
⎬= + + +
⎪

= + + + ⎭

&&

&&

&&

чальные условия будут: при t = 0, ϕ = ϕ0, ϕ0= 0.
Энергия:

где V — потенциальная энергия;
h — постоянная интегрирования.

Тогда при этих условиях в любой момент времени
угол ϕ ≤ ϕ0. Значение постоянной h определяется по
начальным данным. Допустим, что угол ϕ0 мал (ϕ0 ≤ 1),
тогда угол ϕ будет также мал и можно приближенно доF
пустить, что sinϕ ≈ ϕ. При этом уравнение примет вид:

Его общее решение имеет вид:

где A и B, или a и ε, — суть постоянные интегрироF
вания.

Период T колебания маятника равен

2
02 1 .

16
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T

g
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( )cos sin sin ,A t B t a tϕ ω ω ω ε= + = +

2
2

2
0.

d

dt

ϕ
ω ϕ+ =

( )+ =
2

, , ,
2

mv
V x y z h

от координаты х определяет не только положеF
ние точки в данный момент времени, но и направF

ление ее последующего движения. Например, из полоF
жения М при фазе, равной ϕ, точка движется вправо,
а при фазе (π – ϕ) — влево. Фазы, отличающиеся на
2π, считаются одинаковыми. Величина k, совпадающая
с угловой скоростью вращения радиуса OB, называетF
ся круговой частотой колебаний. Промежуток вреF
мени Т, в течение которого точка совершает одно полF
ное колебание, называется периодом колебаний.
По истечении периода фаза изменяется на 2π. Таким
образом, kT = 2π, тогда период T = 2π/k. Величина ν,
обратная периоду и определяющая число колебаний,
совершаемых за 1 сек, называется частотой колеба$

ний: ν = 1/T.
Свойства свободных колебаний:

1) амплитуда и начальная фаза колебаний зависят от
начальных (или краевых) условий;

2) частота k, а следовательно, и период Т колебаний,
от начальных (или краевых) условий не зависят
и являются неизменными характеристиками данF
ной колеблющейся системы.

Рассмотренные колебания называются линейны$

ми, поскольку они описываются линейными диффеF
ренциальными уравнениями. Период этих колебаний
не зависит от начальных (или краевых) условий, а, знаF
чит, и от амплитуды. Колебания, которые описываются
нелинейными дифференциальными уравнениями, наF
зывают нелинейными, они не обладают такими свойF
ствами.

33б34б

35б36б



21

37. Система материальных точек

Система материальных точек — это совокупность
материальных точек, положения и движения которых
взаимосвязаны. Бывают свободные и несвободные

системы. Если на движение точек системы не наложеF
ны заранее заданные ограничения, не зависящие от
закона движения, то система называется свободной.
Несвободной называется такая система материальF
ных точек, на движение которых наложены связи. БыF
вают геометрические и кинематические системы.
Геометрические связи накладывают ограничения на
координаты точек системы, а кинематические — на
скорости точек системы. Условия, ограничивающие
свободу движения материальных точек системы, выF
ражаются некоторыми уравнениями — уравнениями

связей. Если на систему материальных точек одноF
временно наложены геометрические и кинематичеF
ские связи, то общее число связей будет равно:

k = k1 + k2,

где k1 — число геометрических связей;
k2 — число кинематических связей.

Связи, уравнения которых могут быть проинтегриF
рованы, называются голономными. Связи, в дифF
ференциальные уравнения которых явно входят скоF
рости таким образом, что для этих уравнений не
существует интегрирующего множителя, называются
неголономными или неинтегрируемыми. Различают
связи неудерживающие и удерживающие. Связь
называется удерживающей, если она ограничивает
движение как в данном направлении, так и в протиF
воположном. Такая связь выражается уравнениями.

39. Центробежные моменты инерции

Различаются моменты инерции осевые, или акси$

альные, полярные, планарные и центробежные.
Центробежные моменты инерции тела

Центробежные моменты инерции зависят от направF
ления координатных осей и от выбора начала коорF
динат. Центробежные моменты инерции могут равF
няться нулю и иметь любой знак (плюс или минус).
Если центробежные моменты инерции равны нулю, то
оси называют главными осями инерции тела в дан$

ной точке. Если эта точка находится в центре масс,
то оси являются главными и центральными осями

инерции.
Эллипсоид инерции. Выберем точку N, располоF

женную от начала координат на расстоянии

ON = d = 1/(Iи).

Ax2 + By2 + Cz2 – 2Dxy – 2Eyz – 2Fzx = 1.

Это эллипсоид инерции, его оси симметрии ОX′,
ОY′, OZ′ — главные оси инерции в точке О. Если начаF
ло координат находится в центре инерции системы
(тела), то эллипсоид инерции называется центральF
ным, его оси симметрии — главными центральны$

ми осями инерции, а соответствующие моменты
инерции — главными центральными моментами

инерции.

, , .xy xz yzm m m
I xydm I xzdm I yzdm= = =∫ ∫ ∫

40. Теорема о движении центра
масс механической системы.

Дифференциальные уравнения
движения механической системы

По теореме об изменении количества движения
системы:

однако количество движения системы можно вычисF
лить по формуле: Q = Mvc, где vc — скорость центра
масс; М — масса системы.

Теорема о движении центра масс формулируется
так: центр масс системы движется так же, как и маF
териальная точка, масса которой равна массе всей
системы, если на точку действуют все внешние сиF
лы, приложенные к рассматриваемой механической
системе. Проецируя на прямоугольные декартовы оси
координат, получаем дифференциальные уравнения
движения центра масс:

где хc, уc, zc — координаты центра масс.
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38. Твердое тело.
Моменты инерции твердого тела

Твердое тело — тело, имеющее равенство нулю
главного вектора и главного момента поверхностF
ных сил.

Момент инерции твердого тела — интеграл, расF
пространенный по всей массе:

Абсолютно твердое тело — это тело, состоящее
из системы материальных точек, непрерывно заполF
няющих некоторую часть пространства так, что расF
стояние между любыми двумя его точками остается
неизменным.

Теорема о моментах инерции твердого тела от$

носительно параллельных осей. Существует завиF
симость между моментами инерции системы относиF
тельно параллельных осей, одна из которых проходит
через центр масс. Имеются две системы прямоугольF
ных, взаимно параллельных осей координат OXYZ
и CX′Y′Z′. Начало системы координат CX′Y′Z′ находитF
ся в центре масс системы. Из определения момента
инерции относительно оси имеем:
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где mк — масса точки Мк, а хк, ук, zк и х′к, у′к, z′к —
координаты этой точки относительно систем 
координат OXYZ и CX′Y′Z′ соответственно.

Если хс, ус, zс — координаты центра масс относиF
тельно системы координат OXYZ, то для взаимно паF
раллельных осей координаты одной и той же точки Мк
связаны соотношениями параллельного переноса
хк = х′к + хс; ук = у′к + ус; zк = z′к + zс. Подставим эти знаF
чения координат в выражение момента инерции; посF
ле преобразований получим:

Центр масс находится в начале этой системы коорF
динат.

Величина x2 + y2 = d2, где d — расстояние между осяF
ми OZ и OZ′.

Мы получили связь моментов инерции относительно
двух параллельных осей, одна из которых проходит чеF
рез центр масс.

Теорема Штейнера или Гюйгенса—Штейнера.

Момент инерции системы относительно какойFлибо
оси равен моменту инерции относительно параллельF
ной оси, проходящей через центр масс, плюс произвеF
дение массы системы на квадрат расстояния между
этими осями.
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1. Если главный вектор внешних сил, дейстF
вующих на систему, равен нулю, т. е.

то из уравнения следует, что ускорение центра масс ас
равно нулю, а значит, скорость центра масс vc являетF
ся постоянной по модулю и направлению, т. е. центр
масс движется прямолинейно и равномерно по инерF
ции или находится в покое. Если, в частности, в наF
чальный момент он находится в покое, то он покоится
в течение всего времени, пока главный вектор внешF
них сил равен нулю.

2. Если проекция, например на ось OX главного векF
тора внешних сил, действующих на систему, равна
нулю

то проекция ускорения хс центра масс на эту ось равF
на нулю, а значит, проекция скорости центра масс явF
ляется постоянной величиной, т. е. vcx = хс = const.
Пусть даны внешние и внутренние силы, действующие
на систему, состоящую из N точек. Если к каждой точF
ке системы приложить равнодействующую силу внешF
них сил k, равнодействующую силу всех внутренF
них сил k, то для любой kFой точки системы можно
составить дифференциальное уравнение движения:

2

2 .k e i
k k k

d r
m F F

dt
= +

iF

eF

0,e
kxF =

0,e
kF =

Если в качестве координатных осей взять главF
ные оси инерции, то уравнение эллипсоида приF

мет вид:

A′x′2 + B′y′2 + C′z′2 = 1.

Главные моменты инерции системы (тела) соответF
ственно равны А′, В′, С′, а центробежные моменты
инерции равны нулю:

Каждой точке О системы (тела) соответствует опреF
деленный эллипсоид инерции. Если оси координат
являются главными осями инерции, то

Для определения момента инерции относительно
какойFлибо оси, проходящей через любую точку, для
рассматриваемого тела необходимо иметь:

2 2 2cos cos cos .x y zI I I Iα β γ+ + +

.
x xy xz

xy y yz

zx yz z

I I I

I I I I

I I I

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

′ ′ ′ ′ ′ ′= = =0.y z z x x yI I I

′ ′ ′′ ′ ′= = =, , ,x y zI A I B I C

Связь называется неудерживающей, если она
ограничивает движение в данном направлении,

но не ограничивает в противоположном. Различают
также связи стационарные и нестационарные. Если
в уравнение связи время явно не входит, то связь
называется стационарной, в противном же случае
связь называется нестационарной. Внутренними

называются силы взаимодействия между материальF
ными точками одной и той же системы и обозначаютF
ся Ff. Внешними называются силы взаимодействия
между материальными точками данной системы и друF
гими физическими телами, не входящими в систему.
Массой системы, которая состоит из n материальF
ных точек, называется сумма масс точек системы

Центр масс системы материальных точек — это
центр параллельных сил Fi = miw, сообщающих движеF
ние точкам системы с одинаковым ускорением или
поступательное движение неизменяемой системе.
Координаты центра масс:

где mi — масса iFй точки системы.
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41. Импульс силы и его проекции
на координатные оси

Действие силы F на материальную точку в течение
времени dt можно охарактеризовать элементарным
импульсом силы Fdt. Полный импульс силы F за время
t, или импульс силы S, равен

Проекции импульса силы на прямоугольные оси коF
ординат выражаются формулами:

Количество движения материальной точки q —
это вектор, равный произведению массы точки m на
ее скорость v, т. е. q = mv; в физике его часто называют
импульсом материальной точки.

Теорема об изменении количества движения

точки. Дифференциальное уравнение движения маF
териальной точки под действием силы F можно предF
ставить в следующей векторной форме:

Так как масса точки m принята постоянной, то ее
можно внести под знак производной.

.
dv

m F
dt

=

0 0 0

, , .
t t t

x x y y z zS F dt S F dt S F dt= = =∫ ∫ ∫

0
.

t
S Fdt=∫

43. Моменты количества движения
материальной точки относительно

центра и относительно оси

Моментом количества движения точки относиF
тельно центра О называется величина, равная векторF
ному произведению радиусаFвектора r материальной
точки, проведенного из этого центра, на количество
ее движения:

k0 = r × q = r × х mv.

Соотношение между моментом количества движеF
ния (кинетическим моментом) и моментом силы усF
танавливается на основании теоремы об изменении
момента количества движения.

Теорема. Производная по времени от момента коF
личества движения материальной точки относительно
неподвижного центра О (или оси) равняется моменту
МО силы F, приложенной к точке, относительно того
же центра О (или оси).

Законы сохранения момента количества движения
материальной точки.

1. Если момент силы относительно неподвижного
центра равен нулю, то момент количества движения
точки сохраняется постоянным.

2. Если момент силы относительно некоторой оси
равен нулю, то момент количества движения точки отF
носительно оси будет постоянным. При движении маF
териальной точки под действием центральной силы
ее радиусFвектор r описывает площадь, которая изF
меняется пропорционально площади (центральной наF
зывается сила, линия действия которой проходит чеF
рез некоторый неподвижный центр О).

44. Работа. Теоремы о работе силы

Для характеристики действия силы на материальF
ную точку на протяжении некоторого пути вводится
мера этого действия, называемая работой силы. РаF
бота A силы F, имеющей постоянную величину и наF
правление на прямолинейном направлении u, опреF
деляется как скалярное произведение векторов силы
и перемещения A = Fu.

Из вышеприведенного определения следует, что раF
бота является мерой действия силы, которая является
причиной движения. Еще одной мерой движения явF
ляется кинетическая энергия, определяемая формуF
лой T = 1/2mv2, где через m и v обозначены соответF
ственно масса и величина скорости.

Пусть материальная точка M, находящаяся под дейF
ствием силы F, совершает элементарное перемещеF
ние dr. Тогда элементарной работой силы на этом пеF
ремещении называется скалярное произведение силы
на перемещение, т. е. величина d′A = Fdr. Здесь симF
вол d′ употребляется с целью отличить его от d, так как
работа вообще не является полным дифференциалом
какойFнибудь функции координат.

Работа силы на конечном пути M1M2 определяется
как сумма элементарных работ на отдельных бескоF
нечно малых перемещениях, т. е. интегралом

Так как работа силы на конечном пути выражается инF
тегралом, то из геометрических соображений ее можF
но представить как площадь под графиком кривой
M1M2. Интеграл работы определяет циркуляцию векF

2

1
1,2 .

M

M
A Fdr=∫

42. Понятие о теле
переменной массы

Имеем точку переменной массы М. Применяя закон
сохранения количества движения за промежуток вреF
мени от t до t + dt, имеем:

Qt = Qt + dt.

Учитываем только взаимодействие точки переменF
ной массы с отделившейся от нее частицей массы d′M
за время dt и пренебрегаем действием на точку и эту
частицу ранее отделившихся частиц. Получаем Qt = Mv,
так как в момент t имеется одна точка массой М, двиF
жущаяся со скоростью v относительно системы коорF
динат OXYZ. В момент t + dt имеются точка массой
M – d′M, скорость которой v + dv2, и отделившаяся чаF
стица массой d′M, скорость которой u относительно
той же системы координат OXYZ.

Qt+dt = (M – d′M)(v + dv2) + ud′M.

dv = (F/M)dt + (u – v)dM/M.

После умножения обеих частей этого уравнения на
массу точки М и деления на dt получаем следующее дифF
ференциальное уравнение движения точки переменной
массы в векторной форме: Mdv/dt = F + (u – v)dM/dt.
Выражение называют дифференциальным уравне$

нием Мещерского (получено впервые в 1897 г.).
Дифференциальные уравнения движения точки

переменной массы имеют такой же вид, как и для

точки постоянной массы, только кроме приложен$

ных к точке сил действует дополнительно реактив$

41а 42а
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ная сила, обусловленная изменением массы

точки.
Первая задача Циолковского. Пусть точка переF

менной массы или ракета движется прямолинейно
в так называемом, по терминологии Циолковского, своF
бодном пространстве под действием только одной
реактивной силы. Считаем, что относительная скоF
рость vr отделения частиц постоянна и направлена
в сторону, противоположную скорости v движения точF
ки переменной массы. Тогда, проецируясь на ось OX,
направленную по скорости движения точки, диффеF
ренциальное уравнение прямолинейного движения
точки переменной массы принимает вид: 

Mdv/dt = –dMvr/dt.

Разделяя переменные и беря интегралы от обеих
частей, имеем

где v0 — начальная скорость, направленная по реакF
тивной силе;
М0 — начальная масса точки.

Выполняя интегрирование, получаем v = v0 +
+ vrln(M/M0). Вводя число Циолковского Z = –m/Mp,
получаем формулу Циолковского: v = v0 + vrln(1 + Z).
Из формулы Циолковского следует, что скорость в кон$

це горения не зависит от закона горения, т. е. за$

кона изменения массы.

0 0

1
,

v M

v Mr

dM
dv

v M
=−∫ ∫

тора силы F по дуге M1M2, т. е. работа силы на
криволинейном пути равна циркуляции силы по

этому пути.
Отметим некоторые свойства, непосредственно слеF

дующие из определения работы как скалярного произF
ведения силы и перемещения:
1) работа силы F, имеющей проекции Fx, Fy, Fz на оси

OXYZ, на перемещении u с проекциями ux, uy, uz на
те же оси равна:

А = Fxux + Fyuy + Fzuz;

2) работа равнодействующей нескольких сил, прилоF
женных к движущейся точке, равна сумме работ
слагаемых сил на общем для них перемещении точF
ки приложения сил. Если к точке, совершающей
перемещение u, приложены силы F1, F2, F3, … с равF
нодействующей R, то работа равнодействующей
равна:

А = Ru = (F1 + F2 + F3 + …)u =
= F1u + F2u + F3u + … = А1 + А2 + А3 + …;

3) работа силы на совокупности последовательных
перемещений равна работе силы на результируюF
щем перемещении. Доказательство аналогично преF
дыдущему.

Кинетическим моментом К
О

материальной
точки, или главным моментом количества двиF

жения точек системы относительно центра, называетF
ся векторная сумма моментов количеств движения
точек системы относительно того же центра:

где kОi — момент количества движения iFй точки сисF
темы; 
mivi — количество движения iFй точки; 
ri — радиусFвектор, соединяющий неподвижный
центр О с iFй точкой системы.

Проектируя вектор на координатные оси х, у, z, найF
дем выражение для определения кинетических моF
ментов относительно координатных осей в виде:

где xi, yi, zi — координаты iFй точки системы; 
mi — момент количества движения относительно
оси вращения:

где интегрирование распространено на массу всего
тела.
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Тогда

Первая производная по времени от количества

движения точки равна действующей на точку силе.

Если обе части умножить на t, то получим другую
форму этой же теоремы — теорему импульсов в дифF
ференциальной форме:

т. е. дифференциал от количества движения точки раF
вен элементарному импульсу силы, действующей на
точку.

Интегрируя обе части в пределах от нуля до t, имеем
mv – mv0 = S, где v — скорость точки в момент t; v0 —
скорость при t = 0; S — импульс силы за время t.

Это выражение часто называют теоремой импульF
сов в конечной (или интегральной) форме: изменение
количества движения точки за какойFлибо промежуF
ток времени равно импульсу силы за тот же промежуF
ток времени. В проекциях на координатные оси эту
теорему можно представить в следующем виде: 

mvx – mvOx = Sx; mvy – mvOy = Sy; mvz – mvOz = Sz.

( ) ,d mv Fdt=

( ) .
d

mv F
dt

=

41б42б
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45. Работа сил тяжести,
упругости, тяготения

Вычислим работу силы тяжести отдельной материF
альной точки. Пусть точка М веса G переместилась по
некоторой траектории L из точки М1 в точку М2. ЭлеменF
тарная работа на перемещении dr будет равна

dA = Gxdx + Gydy + Gzdz,

но при выбранном направлении осей Gx = 0, Gy = 0,
Gz = –G. Полная работа силы тяжести на конечном
участке траектории М1М2 будет равна

А = G(z1 – z2).

Работа силы тяжести материальной точки равна

произведению веса на разность высот начально$

го и конечного положений точки, причем она по$

ложительна, если конечное положение ниже на$

чального, и отрицательна, если наоборот.

Работа силы тяжести не зависит от формы траектоF
рии, по которой точка переместилась из начального
положения в конечное. Это свойство силы тяжести окаF
зывается характерным для широкого класса других
сил, которые именуются потенциальными или консерF
вативными. Отметим также, что работа силы тяжести
выражается полным дифференциалом некоторой функF
ции координат и именно поэтому не зависит от формы
траектории.

Рассмотрим работу силы упругой пружины, коэфF
фициент жесткости обозначим через с. Вычислим, каF
кую работу произведут упругие силы при растяжении
конца пружины на длину f из нерастянутого состояния.

47. Кинетическая энергия
твердого тела

В случае поступательного движения твердого тела,
обозначая скорость через v, одинаковую для всех тоF
чек тела, найдем:

где М — масса тела.
В случае вращения тела вокруг неподвижной оси OZ,

обозначая угловую скорость через ω и расстояние элеF
ментарной массы тi от оси вращения через hi, имеем
vi = ωhi, и выражение для кинетической энергии будет:

где Jz
(С) — момент инерции тела относительно оси, 

перпендикулярной к плоскости движения и проF
ходящей через центр инерции.

Теорема об изменении кинетической энергии маF
териальной точки легко распространяется на случай
системы материальных точек: dTi = d′Аi — суммируя
эти уравнения для всех точек, включенных в систему,
и зная, что кинетическая энергия системы есть сумма
кинетических энергий всех ее точек, получим:

′= =∑ ∑2 /2 .i i i
dT d m v d A

2 ( ) 21/ 2  1/ 2 ,C
zT Mv J ω= +

2 21/ 2 т ( ) 1/ 2 .i i xT h Jω ω= =∑

2 2 21/ 2 1/ 2 т 1/ 2 ,i i iT m v v Mv= = =∑ ∑

48. Силовое поле. Потенциальное
силовое поле и силовая функция.

Потенциальная энергия

Силовое поле, силы которого не зависят от времеF
ни, называется стационарным. Силовым полем наF
зывается физическое пространство, удовлетворяющее
условию, при котором на точки механической систеF
мы, находящейся в этом пространстве, действуют
силы, зависящие от положения этих точек или от поF
ложения точек и времени (но не от их скоростей). ПриF
мерами силового поля могут служить поле силы тяжеF
сти, электростатическое поле, поле силы упругости.
Стационарное силовое поле называют потенциальF
ным в том случае, если существует такая функция, коF
торая однозначно зависит от координат точек систеF
мы, через которую проекции силы на координатные
оси в каждой точке поля выражаются следующим обF
разом:

Если силовое поле является потенциальным, элеменF
тарная работа сил в этом поле численно равняется
полному дифференциалу силовой функции. Работа
сил, которые действуют на точки механической систеF
мы в потенциальном поле, равна разности значений
силовой функции в конечном и начальном положениях
системы и не зависит от формы траектории точек этой
системы. Работа сил, которые действуют на точки
системы в потенциальном поле на всяком замкнутом
перемещении (на перемещении, при котором начальF

,  ,  .i i i
i i i

U U U
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x y z

∂ ∂ ∂
= = =
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46. Применение теоремы
об изменении кинетической энергии

материальной точки

Пусть силы F1, F2, F3, …, Fn приложены к твердому
телу в точках M1, M2, M3, … Mn; выбирая произвольную
точку тела О за полюс и обозначая радиусFвектор iFй
точки тела за ОМi = ri′ получим dri = dr0 + θxri′, т. е. элеF
ментарное перемещение dri точки Мi равно геометF
рической сумме перемещения полюса dr0 и перемеF
щения поворота θxri′ вокруг полюса (θ — бесконечно
малый вектор поворота). Элементарная работа силы
Fi будет:

d′Аi = Fi dri = Fi dr0 + Fi (θxri′).

Второе слагаемое согласно свойству скалярноFвекF
торного произведения может быть написано в виде: 

Fi(θxri′) = θ(ri′x Fi)=θ momO Fi.

Проекция момента силы относительно точки на каF
куюFлибо ось, проходящую через точку, равна моменту
силы относительно этой оси, то предыдущее выражеF
ние представляет собой произведение бесконечF
но малого угла поворота dϕ на момент силы относиF
тельно оси L, параллельной мгновенной оси поворота
и проходящей через полюс О. Находим d′Аi = Fidr0 +
+ momL Fidϕ.

Элементарная работа всех сил будет:

θ ϕ′ = + = +∑ ∑ ∑ ∑0 O 0 Lmom mom .i i i id A dr F F dr F d F
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Кинетической энергией системы материальF
ных точек называется сумма кинетических энерF

гий всех входящих в систему точек:

Кинетическая энергия согласно этому определению
является существенно положительной величиной, обF
ращающейся в ноль лишь в том случае, когда скороF
сти всех входящих в систему точек обращаются в нуль,
т. е. в случае покоя системы.

Теорема. Кинетическая энергия системы матеF
риальных точек равна сумме кинетической энергии
всей массы системы, мысленно сосредоточенной в ее
центре инерции и движущейся со скоростью центра
инерции, и кинетической энергии системы в ее отF
носительном движении по отношению к поступательF
но движущейся системе отсчета с началом в центре
инерции:

T = 1/2MvС
2 + T′.

М — масса всей системы, vС — скорость центра ее
инерции; кинетическая энергия системы в ее относиF
тельном движении равна:

где величина vi (r) — величина скорости массы mi
по отношению к системе, поступательно движущейся
с центром инерции.

21/ 2 ,i iT m v= ∑

21/ 2 .i iT m v= ∑

ные и конечные положения для всех точек совмеF
щены), равна нулю, так как в рассматриваемом

случае можно записать U2 = U1. Потенциальная энерF
гия системы в любом данном ее положении равна
сумме работ сил потенциального поля, приложенных
к ее точкам на перемещении системы из данного поF
ложения в нулевое. Рассматриваемая сумма работ
зависит только от того, из какого положения систеF
ма перемещается в выбранное нулевое положение;
потенциальная энергия зависит только от положения
системы. Работа сил поля, которые приложены к точF
кам системы, на ее перемещении из первого положеF
ния в нулевое равна потенциальной энергии системы
в первом положении. Аналогично работа сил поля на
перемещении системы из второго положения в нулеF
вое равна потенциальной энергии системы во втором
положении. Работа сил, приложенных к точкам мехаF
нической системы, на любом ее перемещении равна
разности значений потенциальной энергии в начальF
ном и конечном положениях системы.

Проекции на координатные оси силы, действующей
в потенциальном поле на каждую точку Mi механичеF
ской системы, равны взятым со знаком минус частF
ным производным от потенциальной энергии системы
по соответствующим координатам этой точки. В выF
ражение потенциальной энергии можно добавить люF
бую дополнительную постоянную величину, в резульF
тате от этого частные производные от потенциальной
энергии не изменятся.

представляет сумму элементарных работ сил, дейстF
вующих на рассматриваемом элементарном перемеF
щении на каждую точку системы.

сумма двух слагаемых: элементарной работы внешF
них — обозначим ее через d′А, и элементарной рабоF
ты d′А′ внутренних сил.

dT = d′А + d′А′,

т. е. приращение кинетической энергии системы маF
териальных точек на элементарном перемещении
равно сумме элементарных работ внешних и внутренF
них сил, действовавших на этом участке пути.

Интегрируя между пределами, соответствующими
двум положениям системы — начальному 1 и конечF
ному 2, — и обозначая через T1 и T2 кинетические
энергии в этих положениях, получим теорему об изF
менении кинетической энергии системы в интегральF
ной форме:

′ ′ ′ ′ ′ ′− = + = +∫ ∫
2 2

2 1 1,2 1,2
1 1

.T T d A d A d A d A

′∑
i

d A

′∑
i

d A

При удлинении пружины на f проекция силы
упругости на ось x равна (–сx), получим

dА = Fxdx = – сxdx = d(– сx2/2).

Полная работа сил упругости при удлинении пружины
на f будет равна А = – сf2/2. Работа упругой силы окаF
залась пропорциональной квадрату перемещения.
Как и в случае силы тяжести, работа сил упругости не
зависит от траектории, а только от начального и коF
нечного положений точки.

Теорема об изменении кинетической энергии свяF
зывает изменение кинетической энергии с работой
сил, вызывающих это изменение. Для вывода этой теоF
ремы умножим обе части основного дифференциальF
ного уравнения динамики точки скалярно на элеменF
тарное приращение точки dr, получим (mdv/dt)dr = Fdr.
Замечая, что dr = vdt, получим соотношение интереF
сующей нас теоремы dT = d′А: приращение кинетичеF
ской энергии материальной точки на элементарном
участке пути равно элементарной работе приложенF
ных к точке сил на этом участке пути.
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49. Закон сохранения
механической энергии

При движении механической системы под дейстF
вием сил, имеющих потенциал, изменения кинетичеF
ской энергии системы определяются по формулам:

Сумму кинетической и потенциальной энергий
системы называют полной механической энергией
системы. При движении механической системы в стаF
ционарном потенциальном поле полная механическая
энергия системы при движении остается неизменной.
Расход механической энергии движущейся механичеF
ской системы обычно означает превращение ее в тепF
лоту, электричество, звук или свет, а приток мехаF
нической энергии связан с обратным процессом
превращения различных видов энергии в механичеF
скую энергию. Если на материальную точку действует
центральная сила P, то момент количества движения
этой точки L0 относительно центра силы O является
постоянным и точка движется в плоскости l, которая
перпендикулярна L0, L0 является постоянной величиF
ной или L0 = const.

Рассмотрим векторное произведение: r × . ПлоF
щадь треугольника OMM′, который построен на вектоF

dr
r

( )= × = × =
uuuur rr

0 / const.L r mv m r dr dt

1 1 2 2 , const.T П T П Т П+ = + + =

51. Физический маятник
и его малые колебания

Физическим маятником называется твердое тело,
которое имеет неподвижную горизонтальную ось враF
щения, не проходящую через его центр тяжести, и наF
ходящееся под действием только силы тяжести. Ось

вращения физического маятника называется осью
привеса маятника. Примем ось привеса маятника за
ось X. Координатную плоскость YOZ проведем через
центр тяжести C маятника и совместим эту плоскость
с плоскостью чертежа.

На маятник, который отклонен от положения покоя,
действуют внешние силы: сила тяжести G и составF
ляющие реакции цилиндрического шарнира Y0 и Z0.
Трением в шарнире в рассматриваемом случае можно
пренебречь. Реактивные силы не имеют моментов
относительно оси привеса. При повороте маятника на
угол ϕ в положительном направлении или, другими
словами, против вращения часовой стрелки, сила G
стремится вращать плоскость ZOY по вращению часоF
вой стрелки и противоположно. Следовательно, знак
момента силы G относительно оси X противоположен
знаку угла поворота маятника ϕ и знаку sin ϕ.

Дифференциальное уравнение вращения тела вокруг
неподвижной оси для маятника можно записать в виF
де следующего выражения:

где Jx — момент инерции маятника относительно оси
привеса; 
G — вес маятника;

sin ,xJ Gdϕ ϕ=−&&

52. Динамика плоского движения
твердого тела

При плоскопараллельном движении точки тела
движутся в плоскостях, параллельных некоторой неF
подвижной плоскости. Положение тела будет опреF
делятся положением центром масс C, т. е. радиусF
вектором rc и углом ϕ между осями CX′ и CX′′.

Кинетический момент определяется равенством

так как rυ = rc + r′υ, где r′ — радиусFвектор любой точF
ки системы по отношению к осям CX′Y′, то

где vυ и v′υ — скорости центра масс по отношению
к осям OXY и CX′Y′ соответственно.

Кинетический момент системы относительно какоF
гоFнибудь неподвижного центра равен моменту отноF
сительно этого центра количества движения центра
масс в предположении, что в нем сосредоточена масF
са всей системы, сложенному с кинетическим моменF
том системы относительно центра масс в ее двиF
жении по отношению к подвижной системе отсчета,
перемещающейся вместе с центром масс поступаF
тельно.

( )υ υ υ′ ′= × + ×∑0 ,G rc Mvc r m v

( ) ( )υ υ υ⎡ ⎤′ ′= + × +⎣ ⎦∑0 / / .G rc r m drc dt dr dt

( )υ υ υ= ×∑0 ,G m m v

50. Динамика поступательного
и вращательного движения

твердого тела

При поступательном движении твердого тела все
его точки движутся так же, как и его центр масс. ДифF
ференциальные уравнения движения центра масс теF
ла являются дифференциальными уравнениями постуF
пательного движения твердого тела. Запишем в виде
формулы:

где m — масса тела;
xc, yc, zc — координаты центра масс тела.

Заметим, что по дифференциальным уравнениям поF
ступательного движения можно решать два основных
типа задач на поступательное движение твердого тела:
1) по заданному движению твердого тела определять

главный вектор приложенных к нему внешних сил;
2) по заданным внешним силам, действующим на теF

ло, и начальным условиям движения находить киF
нематические уравнения движения тела, если изF
вестно, что оно движется поступательно.

Изучение поступательного движения твердого тела
сводится к изучению движения отдельной материальF
ной точки, которая имеет массу данного тела. Введем
в рассмотрение твердое тело, которое вращается воF
круг неподвижной оси Z с угловой скоростью ω.

,

,

,
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E E
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Требуется определить кинетический момент
этого тела относительно оси его вращения.

Момент количества движения точки Mi тела относиF
тельно оси Z:

Кинетический момент вращающегося твердого тела
относительно неподвижной оси его вращения равен
произведению момента инерции тела относительно
той же оси на угловую скорость тела. Уравнение

представляет собой дифференциальное уравнение
вращения твердого тела вокруг неподвижной оси. ПроF
ведем сравнительную характеристику уравнения с дифF
ференциальным уравнением поступательного прямоF
линейного движения твердого тела:

Момент инерции является характеристикой инертF
ности тела при вращательном движении. Если вращеF
ние тела происходит в одном направлении, то это
направление считают положительным. В этом случае
моменты движущих сил положительны, моменты сил
сопротивления отрицательны, а главный момент внешF
них сил может иметь тот или другой знак.

=∑ .E
c imx X

E
z izJ Mϕ =∑&&

2 .iz iL mir ω=

По теореме о движении центра масс имеем:

Теорема моментов относительно центра масс дает
уравнение:

Применим теорему моментов относительно оси
OZ основной неподвижной системы:

В результате теорема моментов дает:

Свободное твердое тело может совершать плоскоF
параллельное движение только по отношению к плосF
кости OXY; при этом необходимо, чтобы для дейстF
вующих на тело внешних сил выполнялось условие

а начальные скорости всех точек должны быть равF
ны нулю или параллельны плоскости OXY.

′ ′= = =∑ ∑ ∑0, mom 0, mom 0,i i iF x F y F

ϕ− + =

= −∑
/ [ ( ( / ) ( / )) / ]

( ).

d dt M xc dyc dt c dxc dt Jcd dt

xiFiy yiFix

ϕ= − +( ( / ) ( / )) / .ozG M xc dyc dt yc dxc dt Jcd dt

2 2/ mom .iJcd dt cFϕ =∑

2 2/ .iMd rc dt F=∑

d — расстояние от центра тяжести маятника до
оси привеса.

Уравнение такого вида

представляет собой дифференциальное уравнение каF
чаний физического маятника. Рассматриваемое уравF
нение отличается от дифференциального уравнения
качаний математического маятника только значением
постоянного коэффициента при sinϕ. Требуется опреF
делить длину математического маятника, период каF
чаний которого равен периоду качаний данного физиF
ческого маятника. Формула следующего вида

определяет приведенную длину физического маятF
ника, т. е. длину такого математического маятника,
период качаний которого равен периоду качаний данF
ного физического маятника. Следующим шагом, отлоF
жив по прямой OC отрезок OO1 = l, получим точку O1,
называемую центром качания маятника. Ось, про$

ходящую через центр качания параллельно оси

привеса, будем называть осью качаний маятника.

Для этого воспользуемся формулой для установления
особых свойств оси привеса и оси качаний физичеF
ского маятника. В связи с этим предположим, что маятF
ник качается вокруг оси привеса OX.

( ) ( )= = /x xl J g Gd J md

( )ϕ ϕ+ =&& / sin 0xGd J

рах и , равна половине модуля этого векF
торного произведения:

Площадь треугольника OMM′ представляет собой
площадь, описанную радиусFвектором движущейF
ся точки в течение некоторого промежутка времени
dt. Чтобы охарактеризовать быстроту изменения этой
площади с течением времени, введем новую величиF
ну, численно равную dF/dt, называемую секторной
скоростью: dF/dt = C = const.Теперь мы можем опреF
делить с точностью до величины первого порядка маF
лости площадь треугольника OMM′ как площадь круF
гового сектора:

dF = 1/2r2dϕ.
dF/dt = const.

Из выше полученных равенств имеем:

F = Ct + F0.

Такая зависимость называется законом площадей,
который формулируется так: при движении точки под
действием центральной силы площадь, описываемая
радиусFвектором точки, изменяется пропорциональF
но времени. Чтобы получить дифференциальное уравF
нение траектории материальной точки, движущейся
под действием центральной силы, воспользуемся поF
лярными координатами в плоскости l. Cделаем доF
полнительные построения: проведем полярную ось x
через центр силы O и начальное положение точки M0.
В результате начальные значения координат будут
OM0 = r0 и ϕ0 = 0.

r
r

1/ 2 .dF r dr= ×
r r

dr
r

r
r
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53. Понятие о гироскопе

Гироскопом (или волчком) обычно называют быстF
ро вращающееся вокруг оси симметрии однородное
тело вращения, ось которого может изменять свое
положение в пространстве.

Всякое движение свободного твердого тела можF
но рассматривать как совокупность двух движений:
поступательного и движения (вращательного) около
неподвижной точки (теорема Шаля). Твердое тело
с одной неподвижной точкой имеет 3 степени своF
боды. Классическими параметрами являются три эйF
леровых угла: ϕ, ψ, θ. Если они заданы для данного
момента, то задано и положение тела. Если же
ϕ, ψ, θ известны в функции времени t, то известF
но будет положение тела в каждый момент времени,
а следовательно, будет известно движение твердоF
го тела.

Рассмотрим с кинематической точки зрения одно
из движений твердого тела с неподвижной точкой О,
так называемую регулярную прецессию, т. е. таF
кое сложное движение тела, когда тело вращается
с постоянной по численной величине угловой скоF
ростью ω1 вокруг оси Z, связанной с телом, а эта ось
поворачивается с постоянной угловой скоростью ω2
вокруг другой неподвижной оси ζ, составляя с непоF
движной осью ζ один и тот же угол. Ось Z называют
осью собственного вращения, а ось ζ — осью преF
цессии.

Прецессия называется прямой, если угол между
угловой скоростью собственного вращения ω1 и угF
ловой скоростью прецессии ω2 острый, и обратной,
если угол между ω1 и ω2 тупой.

55. Потеря кинетической энергии
при ударе двух тел

Изменение за время удара кинетического момен$
та системы, взятого относительно некоторого цент$
ра, равно сумме моментов, взятых относительно
того же центра, всех внешних ударных импульсов.

Докажем теорему Карно, позволяющую определить
изменение кинетической энергии в тех случаях, когда
система испытывает удар благодаря тому, что на нее
мгновенно накладывается или мгновенно снимается
абсолютно неупругая идеальная связь. Это значит, что
связь, наложенная во время удара, будет продолжать
существовать и после удара, а связь, снятая во вреF
мя удара, будет отсутствовать и после удара. В обоих
случаях каждой точке системы с массой mυ будет
справедлива формула:

где vυ и v′υ — скорости соответствующей точки в наF
чале и в конце удара; 
Sυ — ударный импульс реакций, приложенных
к этой же точке.

Найдем изменение кинетической энергии для кажF
дого случая.

1. Связи мгновенно налагаются.
Умножая обе части равенства на v′υ и произведя

суммирование по индексу υ (1, 2, … n) для всех точек
системы, получим:

поскольку 0,v Sυ υ′ =∑

2 0,m v m v vυ υ υ υ υ′ ′− =∑ ∑

υ υ υ υ υ′ − = ,m v m v S

56. Общее уравнение динамики.
Принцип возможных перемещений

в случае движения системы.
Примеры применения

общего уравнения динамики

Уравнение Даламбера—Лагранжа в обобщенных
координатах:

В этом уравнении все вариации обобщенных коорF
динат δqi произвольны, а потому, полагая все, кроF
ме одной, равными нулю, получим, что выражение во
внешних скобках равно нулю.

Эта система есть система обыкновенных диффеF
ренциальных уравнений второго порядка относительF
но обобщенных координат.

Составим, пользуясь уравнениями Лагранжа, дифF
ференциальное уравнение движения твердого тела,
вращающегося вокруг неподвижной оси Z. В данном
случае тело имеет одну степень свободы. В качестF
ве обобщенной координаты выберем угол ϕ (q1 = ϕ).
Тогда уравнение Лагранжа примет вид:

( )( )( ) 1/ / /   /   .d dt T t T Qϕ ϕ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ =

( )( )( )
( )

∂ ∂ ∂ −∂ ∂ =

=

/ / / /   ,

1, 2, ..., .

i i id dt T q t T q Q

i n

( )( )( )( )− ∂ ∂ ∂ −∂ ∂∑ / / / .i i iQ d dt T q t T q

54. Теория удара

Сущность явления удара заключается в том, что при
ударе происходит конечное приращение скорости за
весьма малый промежуток времени. Обозначая средF
нее значение ударной силы F в интервале τ через F*, поF
лучим (по теореме о среднем значении) mv – mv0 = F*τ.
Поскольку приращение количества движения остаетF
ся величиной конечной, то удобней оперировать не
с ударными силами, а с их импульсами S, так что

Следовательно, mv – mv0 = S, причем время удара τ
считается величиной бесконечно малой. Также переF
мещение точки за время удара будет бесконечно мало.

Обозначим приращение количества движения mv –
mv0, которое может быть названо «приобретенным коF
личеством движения», через Δmv; тогда Δmv = S.

Результат можно сформулировать так: количество
движения, приобретенное во время удара, равно ударF
ному импульсу. Это соотношение, эквивалентное уравF
нению Ньютона, является основным уравнением теоF
рии удара.

где Q — количество движения системы.
Количество движения, приобретенное системой за

время удара, равно сумме всех внешних ударных имF
пульсов, приложенных к системе.

( ) вн  или ,m v S Q m vυ υ υ υ υΔ = Δ ≡Δ∑ ∑ ∑

.S Fdt=∫
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Кинетическая энергия тела

Сообщая телу виртуальное перемещение — повоF
рот на угол δϕ,

Подставляя найденные величины, получим:

Это уравнение представляет собой дифференциF
альное уравнение движения твердого тела, вращающеF
гося вокруг неподвижной оси.

Принцип виртуальных перемещений можно сфорF
мулировать так: положение равновесия системы отF
личается от смежных положений, совместимых со
связями, тем, что только для положения равновесия
сумма элементарных работ активных сил, действуюF
щих на систему, для всяких виртуальных перемещеF
ний равна нулю.

Принцип Даламбера—Лагранжа: во всякий момент
времени истинное движение отличается от кинемаF
тически возможного тем, что только для истинного
движения сумма элементарных работ сил активных
и сил инерции при всяких виртуальных перемещениях
системы равна нулю.

0.i iF rδ =∑

( )ϕ =2 2/ .Jz d dt Mz

( )δ δϕ δϕ= =∑mom .iA zF Mz

( )

( )( )
ϕ

ϕ ϕ ϕ

=

∂ ∂ ∂ = ∂ ∂ =

2
1/2 /

и / / / , / 0.

T Jz d dt

T t Jzd dt T
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Рассмотрим точку массы m, на которую налоF
жены связи, когда она движется со скоростью v

и встречает на своем пути неподвижную поверхность.
Благодаря мгновенному наложению связи точка исF
пытывает удар и мгновенно изменяет свою скорость.
Обозначим скорость точки в конце удара через v′. ПоF
лучим:

mv′ – mv = S,

где S — ударный импульс ударных реакций связей.
Разложим скорости v и v' по направлениям нормали

и касательной к поверхности в точке удара А. Тогда

v = vn + vτ, v′ = v′n + v′τ.

Будем предполагать связь идеальной. Есть три возF
можных случая:
1) v′ = 0. Этот случай называют абсолютно неупру$

гим ударом точки о связь, и саму связь называют
абсолютно неупругой;

2) v′ = –v. Этот случай называют абсолютно упругим

ударом, а связь абсолютно упругой;
3) v′ = –kv, где 0 < k < 1 (коэффициент упругости).

Этот случай называют несовершенно упругим

ударом.
Ударный импульс можно найти только для одного из

тел (т. к. S1 = –S2).

перемещение точек согласно во время удара,
и связи — идеальные. Изменение кинетической

энергии за время удара будет:

Приведя подобные члены, найдем:

Так как правая часть в равенстве отрицательна, то Т′
после удара меньше, чем до удара Т. В результате наF
ходим

т. е. кинетическая энергия, потерянная системой
при мгновенном наложении на нее абсолютно не$
упругих связей, равна той кинетической энергии,
которую имела бы система, если бы ее точки дви$
гались с потерянными скоростями.

2. Мгновенное снятие связей. В этом случае умноF
жим обе части равенства скалярно не на вектор v′υ,
а на вектор vυ.

Проведя в этом случае те же рассуждения, что и раF
ньше, получим следующее выражение для изменения
кинетической энергии системы при ударе:

Кинетическая энергия, приобретенная системой
при внезапном снятии связей, равна той кинетиче$
ской энергии, которую имела бы система, если
бы ее точки двигались с потерянными скоростями.

( )υ υ υ′ ′− = −∑ 2
1/2 .T T m v v

( )υ υ υ′ ′− = −∑ 2
1/2 ,T T m v v

( )υ υ υ′ ′− = −∑ 2
1/2 .T T m v v

υ υ υ υ′ ′− ≡ −∑ ∑2 21/2 1/2 .T T m v m v

Так как скорость точки твердого тела есть
v = rxω, то кинетический момент G0 твердого теF

ла относительно неподвижной точки O будет:

Спроектируем обе части этого равенства на поF
движные оси. Проекция на ось X будет:

где p, q, r — проекции угловой скорости на оси поF
движной системы координат.

Вводя компоненты симметричного тензора инерции
относительно неподвижной точки и повторяя вывод
для осей Y и Z, получим окончательно:

Gx = pJxx – qJxy – rJxz,
Gy = –pJyx + qJyy – rJyz,
Gz = –pJzx – qJzy + rJzz.

Формулы показывают, что проекции G являются лиF
нейными функциями проекций ω, коэффициентами коF
торых являются компоненты тензора инерции.

( )= + − −∑ ∑ ∑2 2 ,x i i i i i i i i iG p m y z q m x y r m x z

( ) ( )ω ω ω⎡ ⎤= = −⎣ ⎦∑ ∑ ∑2 .i i i i i i i iG r xm xr m r m r r
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